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Mode d’emploi du polycopié

Ce polycopié reprend, chapitre par chapitre, le cours de mathématiques de la premiere année du cycle
du baccalauréat international (section sciences expérimentales). Les énoncés, hypotheses, formules,
tableaux, exemples, applications et exercices intégrés au cours sont reproduits tels qu’ils figurent dans
le document source.

Présentation des éléments du cours

Définition n°® — titre

Les définitions sont placées dans un cadre simple dont ['onglet est plein.

Propriété n°® — titre

Les propriétés, propositions et corollaires sont placés dans un cadre a filet gauche épais.

Théoréme n°® — titre

Les théoremes sont placés dans un double cadre.

REMARQUE n°. Les remarques sont signalées par un simple filet vertical.

Exemple n® — titre

Chaque exemple, application ou exercice comporte son énoncé complet dans la partie supérieure.
La partie inférieure, intitulée « Correction », est réservée a la rédaction de I’éleve.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION == === === === === — = — o — oo oo —mm———— o

Source du cours : Cours et Exercices — Premiere année du cycle du baccalauréat international, section sciences
expérimentales, A. Afaadas. Lorsqu’une figure du document source n’a pas pu étre restituée, un cadre en pointillés
en indique l’emplacement.
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CHAPITRE

La logique

Sommaire du chapitre

1 Logique . . . . . .« 2
1.1 Assertions . . . . . . ... 2
1.2 Quantificateurs . . . . . .. ..o 5
2 Raisonnements . . . . . . . . e 8
2.1 Raisonnement direct . . . . . . .. . ..o 8
2.2 Casparcas . . . ...t e e e e 8
2.3  Contraposée . . . . . . . .. 9
2.4 Absurde. . . . .. e 10
2.5  Contre-exemple . . . . . . . ... 10
2.6 Récurrence . . . . . . . ... 11

Professeur ABDELLAQOUI Said 1/114 abdellaouiacademy.com




Chapitre 1 — La logique ABDELLAOUI ACADEMY

1. Logique

1.1. Assertions

Définition 1.1 — Assertion

Une assertion est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en méme temps.

Exemple 1.1

« Il pleut. »

— « Je suis plus grand que toi. »
—«24+2=14»

—«2XxX3="T»

— «Pour tout x € R, on a 22 > 0. »

(Propositions) Si P est une assertion et () est une autre assertion, nous allons définir de nouvelles
assertions construites a partir de P et de Q.

L’opérateur logique « et »

Définition 1.2 — L’opérateur « et »

L’assertion « P et () » est vraie si P est vraie et () est vraie. L’assertion « P et Q » est fausse
sinon.

On résume ceci en une table de vérité :

P\Q|V F
vV [V F
F |F F

Figure 1 — Table de vérité de « P et Q) »

Par exemple si P est 'assertion « Cette carte est un as » et @) ’assertion « Cette carte est cceur » alors
I’assertion « P et @ » est vraie si la carte est 'as de cceur et est fausse pour toute autre carte.

L’opérateur logique « ou »

Définition 1.3 — L’opérateur « ou »

L’assertion « P ou @ » est vraie si I'une des deux assertions P ou @ est vraie. L’assertion « P ou
@ » est fausse si les deux assertions P et () sont fausses.

On reprend ceci dans la table de vérité :
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Chapitre 1 — La logique ABDELLAOUI ACADEMY

P\Q|V F
v [V v
F |V F

Figure 2 — Table de vérité de « P ou @ »

Si P est 'assertion « Cette carte est un as» et () I'assertion « Cette carte est coeur » alors I'assertion
« P ou @ » est vraie si la carte est un as ou bien un cceur (en particulier elle est vraie pour l'as de
ceeur).

REMARQUE 1.1. Pour définir les opérateurs « ou», « et » on fait appel a une phrase en francais
utilisant les mots ou, et! Les tables de vérités permettent d’éviter ce probleme.

La négation « non »

Définition 1.4 — La négation

L’assertion « non P » est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.

P |V F
nonP‘F A\

Figure 3 — Table de vérité de « non P »

L’implication —

Définition 1.5 — L’implication

La définition mathématique est la suivante :
L’assertion « (non P) ou @ » est notée « P = @ ».

Sa table de vérité est donc la suivante :

P\Q|V F
V |V F
F |V Vv

Figure 4 — Table de vérité de « P = Q »

L’assertion « P => @ » se lit en frangais « P implique @ ».
Elle se lit souvent aussi « si P est vraie alors @) est vraie » ou «si P alors Q ».

Par exemple :

—«0 <z <25 = x <5» est vraie (prendre la racine carrée).
— «x €]—00,—4] => 2% + 32 — 4 > 0 » est vraie (étudier le binome).
— «sin(f) = 0= 60 = 0 » est fausse (regarder pour § = 27 par exemple).

— 4242 =05 = /2 = 2» est vraie! Eh oui, si P est fausse alors l'assertion « P = Q » est
toujours vraie.

L’équivalence <—
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Chapitre 1 — La logique ABDELLAOUI ACADEMY

Définition 1.6 — L’équivalence

L’équivalence est définie par :
« P <= @ » est l'assertion « (P = Q) et (Q = P)».

On dira « P est équivalent & @Q » ou « P équivaut a @ » ou « P si et seulement si () ». Cette assertion
est vraie lorsque P et () sont vraies ou lorsque P et () sont fausses. La table de vérité est :

P\Q|V F
vV |V F
F |F V

Figure 5 — Table de vérité de « P <= Q »

( Exemple 1.2

— Pour z,2’ € R, I"équivalence « z -2’ = 0 <= (z = 0 ou 2/ = 0) » est vraie.
— Voici une équivalence toujours fausse (quelle que soit 'assertion P) : « P <= non(P) ».

777777777777777777777777777777777777777777 CORRECTION -=--=====-=-==---------------------------o oo

On s’intéresse davantage aux assertions vraies qu’aux fausses, aussi dans la pratique et en dehors de
ce chapitre on écrira « P <= @ » ou « P = (@ » uniquement lorsque ce sont des assertions vraies.
Par exemple si 'on écrit « P <= @ » cela sous-entend « P <= () est vraie ». Attention rien ne dit
que P et @ soient vraies. Cela signifie que P et () sont vraies en méme temps ou fausses en méme
temps.

_| Proposition 1.1

Soient P, @, R trois assertions. Nous avons les équivalences (vraies) suivantes :

. P <= non(non(P))

. (Pet Q)<= (Qet P)

. (Pou@) < (QouP)

non(P et Q) <= (non P) ou (non Q)
non(P ou Q) <= (non P) et (non Q)

(P et (QouR)) <= (PetQ)ou(PetR)
(P ou (Q et R)) <= (P ou Q) et (P ou R)
« P = Q» <= «non(Q) = non(P) »

© N> T W N
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Chapitre 1 — La logique ABDELLAOUI ACADEMY

DEMONSTRATION. Voici des exemples de démonstrations :

4. 11 suffit de comparer les deux assertions « non(P et Q) » et « (non P) ou (non @) » pour toutes
les valeurs possibles de P et (. Par exemple si P est vrai et () est vrai alors « P et @ » est
vrai donc « non(P et Q) » est faux; d’autre part (non P) est faux, (non Q) est faux donc « (non
P) ou (non @) » est faux. Ainsi dans ce premier cas les assertions sont toutes les deux fausses.
On dresse ainsi les deux tables de vérités et comme elles sont égales les deux assertions sont

équivalentes.
P\Q|V F
V F V
F vV Vv

Figure 6 — Tables de vérité de « non(P et Q) » et de « (non P) ou (non Q) »

6. On fait la méme chose mais il y a trois variables : P, (), R. On compare donc les tables de vérité
d’abord dans le cas ou P est vrai (& gauche), puis dans le cas ou P est faux (a droite). Dans les
deux cas les deux assertions « P et (Q ou R) » et « (P et Q) ou (P et R)» ont la méme table de
vérité donc les assertions sont équivalentes.

Q\R|V F Q\R|V F
vV [V Vv vV |F F
F |V F F |F F

8. Par définition, I'implication « P = @ » est l'assertion « (non P) ou @ ». Donc l'implication
«non(Q) = non(P)» est équivalente & « non(non(Q)) ou non(P)» qui équivaut encore a « Q
ou non(P) » et donc est équivalente & « P = @ ». On aurait aussi pu encore une fois dresser
les deux tables de vérité et voir qu’elles sont égales.

O

1.2. Quantificateurs

Le quantificateur V : « pour tout »

Une assertion P peut dépendre d'un parameétre x, par exemple « x2 > 1», I’assertion P(z) est vraie
ou fausse selon la valeur de zx.

Définition 1.7 — Le quantificateur V

L’assertion

Vee E P(x)

est une assertion vraie lorsque les assertions P(x) sont vraies pour tous les éléments x de ’ensemble
E.

On lit « Pour tout x appartenant a E, P(z) », sous-entendu « Pour tout x appartenant a E, P(x)
est vraie ».

Par exemple :

— «Vz € [1,4+00[ (2% = 1)» est une assertion vraie.
—«Vx €R (22 > 1) » est une assertion fausse.
n+1)

~«VneN n( est divisible par 2 » est vraie.
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Chapitre 1 — La logique ABDELLAOUI ACADEMY

Le quantificateur 3 : « il existe »

Définition 1.8 — Le quantificateur 3

L’assertion

dre E P(z)

est une assertion vraie lorsque 'on peut trouver au moins un = de E pour lequel P(x) est vraie.
On lit «il existe « appartenant a E tel que P(z) (soit vraie) ».

Par exemple :

~«3Jz €R (z(z—1) <0)» est vraie (par exemple z = % vérifie bien la propriété).
~«3In €N n? —n > n» est vraie (il y a plein de choix, par exemple n = 3 convient, mais aussi
n = 10 ou méme n = 100, un seul suffit pour dire que 1’assertion est vraie).

— «3r € R (22 = —1) » est fausse (aucun réel au carré ne donnera un nombre négatif).

La négation des quantificateurs

Propriété 1.2 — Négation des quantificateurs

La négation de « Ve € E P(z)» est « 3z € E non P(x) ».

La négation de « 3x € E P(z)» est «Vz € E non P(x) ».

Par exemple la négation de « Va € [1,4+00] (2% > 1)» est I'assertion « 3z € [1,+oo[ (22 < 1)». En
effet la négation de 22 > 1 est non(x? > 1) mais s’écrit plus simplement x? < 1.

( Exemple 1.3

Voici des exemples :

— Lanégation de « 3z € C (22+2+1=0)» est «V2€C (22 +2z+1#0)»
— La négation de «Vz € R (z+1€Z)»est «Fx €R (x+1¢7Z)».

— Ce n’est pas plus difficile d’écrire la négation de phrases complexes. Pour I’assertion :
VeeR 3Jy>0 (x+y>10)

sa négation est
JreR Vy>0 (z+y<10).

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION == === === === = — oo oo —mm—m—— o

REMARQUES 1.2. L’ordre des quantificateurs est tres important. Par exemple les deux phrases
logiques

VeeR JyeR (x+y>0) et JyeR VzeR (z+y>0).

sont différentes. La premiére est vraie, la seconde est fausse. En effet une phrase logique se lit de
gauche a droite, ainsi la premiére phrase affirme « Pour tout réel z, il existe un réel y (qui peut
donc dépendre de x) tel que z +y > 0.» (par exemple on peut prendre y = x + 1). C’est donc
une phrase vraie. Par contre la deuxiéme se lit : « Il existe un réel y, tel que pour tout réel x,
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Chapitre 1 — La logique

x + 1y > 0.» Cette phrase est fausse, cela ne peut pas étre le méme y qui convient pour tous les
x!

On retrouve la méme différence dans les phrases en francais suivantes. Voici une phrase vraie
« Pour toute personne, il existe un numéro de téléphone », bien str le numéro dépend de la
personne. Par contre cette phrase est fausse : « Il existe un numéro, pour toutes les personnes ».
Ce serait le méme numéro pour tout le monde!

Terminons avec d’autres remarques.

Quand on écrit « 3z € R (f(x) = 0)» cela signifie juste qu’il existe un réel pour lequel f
s’annule. Rien ne dit que ce x est unique. Dans un premier temps vous pouvez lire la phrase
ainsi : « il existe au moins un réel x tel que f(z) = 0». Afin de préciser que f s’annule en une
unique valeur, on rajoute un point d’exclamation :

AzeR (f(x)=0).

— Pour la négation d’une phrase logique, il n’est pas nécessaire de savoir si la phrase est fausse ou
vraie. Le procédé est algorithmique : on change le « pour tout » en «il existe » et inversement,
puis on prend la négation de ’assertion P.

— Pour la négation d’une proposition, il faut étre précis : la négation de 'inégalité stricte « < » est
linégalité large « > », et inversement.

— Les quantificateurs ne sont pas des abréviations. Soit vous écrivez une phrase en francais : « Pour
tout réel x, si f(x) =1 alors = > 0. », soit vous écrivez la phrase logique :

VeeR (f(x)=1=22>0).

Mais surtout n’écrivez pas « Vz réel, si f(x) = 1 = z positif ou nul ». Enfin, pour passer d’une
ligne a l'autre d’un raisonnement, préférez plutot « donc» a « = ».

— Il est défendu d’écrire A, #=. Ces symboles n’existent pas!

-

Exercice 1.1 — Mini-exercices

1. Ecrire la table de vérité du « ou exclusif ». (C’est le ou dans la phrase « fromage ou dessert »,
I'un ou l'autre mais pas les deux.)

Ecrire la table de vérité de « non (P et Q) ». Que remarquez vous ?
Ecrire la négation de « P = Q ».

Démontrer les assertions restantes de la proposition 1.1.

Ecrire la négation de « (P et (Q ou R)) ».

S Gt W

Ecrire a I'aide des quantificateurs la phrase suivante : « Pour tout nombre réel, son carré est
positif ». Puis écrire la négation.
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Chapitre 1 — La logique ABDELLAOUI ACADEMY

2. Raisonnements

Voici des méthodes classiques de raisonnements.

2.1. Raisonnement direct

l Méthode 1.1 — Raisonnement direct L __________________________________________

E On veut montrer que 'assertion « P = ) » est vraie. On suppose que P est vraie et on montre
' qu’alors @ est vraie. C’est la méthode a laquelle vous étes le plus habitué.

Exemple 1.4

Montrer que si a,b € Q alors a + b € Q.

2.2. Cas par cas

Méthode 1.2 — Disjonction des cas | ___ _ _ _ .

Si l'on souhaite vérifier une assertion P(z) pour tous les x dans un ensemble E, on montre
I’assertion pour les z dans une partie A de E, puis pour les z n’appartenant pas a A. C’est la
méthode de disjonction ou du cas par cas.

Professeur ABDELLAQOUI Said 8/114 abdellaouiacademy.com



Chapitre 1 — La logique ABDELLAOUI ACADEMY

( A

Exemple 1.5

Montrer que pour tout z € R, |z — 1| < 2% — 2 + 1.

****************************************** CORRECTION -= === == === - - - oo — o

2.3. Contraposée

Méthode 1.3 — Raisonnement par contraposition

Le raisonnement par contraposition est basé sur 1’équivalence suivante (voir la proposition 1.1) :
L’assertion « P = @ » est équivalente & « non(Q) = non(P) ».

Donc si 'on souhaite montrer 'assertion « P = @ », on montre en fait que si non(Q) est vraie
alors non(P) est vraie.

Exemple 1.6

Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair.

777777777777777777777777777777777777777777 CORRECTION -=---===-=-=-=-=-------------------------o oo
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Chapitre 1 — La logique ABDELLAOUI ACADEMY

2.4. Absurde

Méthode 1.4 — Raisonnement par ’absurde

Le raisonnement par l’absurde pour montrer « P = @ » repose sur le principe suivant : on
suppose a la fois que P est vraie et que  est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si P
est vraie alors @) doit étre vraie et donc « P = Q) » est vraie.

( Exemple 1.7

a —_
1+b 1l+a
777777777777777777777777777777777777777777 CORRECTION -=---===-==-=-=--=-=----------------------o oo

Soient a,b > 0. Montrer que si alors a = b.

Dans la pratique, on peut choisir indifféremment entre un raisonnement par contraposition ou par
I’absurde. Attention cependant de bien écrire quel type de raisonnement vous choisissez et surtout de
ne pas changer en cours de rédaction !

2.5. Contre-exemple

| Méthode 1.5 — Contre-exemple

Si 'on veut montrer qu’une assertion du type «Vax € E P(x)» est vraie alors pour chaque
x de E il faut montrer que P(z) est vraie. Par contre pour montrer que cette assertion est
fausse alors il suffit de trouver x € E tel que P(z) soit fausse. (Rappelez-vous la négation de
«Vx € E P(x)» est « 3z € E non P(x)»). Trouver un tel x c’est trouver un contre-exemple &
lassertion « Vo € E P(x) ».

Exemple 1.8

Montrer que 'assertion suivante est fausse « Tout entier positif est somme de trois carrés ».
(Les carrés sont les 02, 12, 22, 32, .. Par exemple 6 = 22 + 12 4 12))

777777777777777777777777777777777777777777 CORRECTION -===-=====-===-=--=-----------------o-oo-o oo
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Chapitre 1 — La logique ABDELLAOUI ACADEMY

2.6. Récurrence

Méthode 1.6 — Raisonnement par récurrence

Le principe de récurrence permet de montrer qu’une assertion P(n), dépendant de n, est vraie pour E
tout n € N. La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes : lors de 1'initialisation on |
prouve P(0). Pour I'étape d’hérédité, on suppose n > 0 donné avec P(n) vraie, et on démontre
alors que l'assertion P(n + 1) au rang suivant est vraie. Enfin dans la conclusion, on rappelle que E
par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n € N. !

Exemple 1.9

Montrer que pour tout n € N, 2" > n.

REMARQUES 1.3.

— La rédaction d’une récurrence est assez rigide. Respectez scrupuleusement la rédaction pro-
posée : donnez un nom & lassertion que vous souhaitez montrer (ici P(n)), respectez les
trois étapes (méme si souvent I’étape d’initialisation est tres facile). En particulier méditez
et conservez la premiere ligne de I’hérédité « Fixons n > 0. Supposons que P(n) soit vraie.
Nous allons montrer que P(n + 1) est vraie. »

— Si on doit démontrer qu’une propriété est vraie pour tout m > mng, alors on commence
I'initialisation au rang ng.

— Le principe de récurrence est basé sur la construction de N. En effet un des axiomes pour

définir N est le suivant : « Soit A une partie de N qui contient 0 et telle que si n € A alors
n+1e€ A Alors A =Ny,

-

Exercice 1.2

. . . ) a-+b
1. (Raisonnement direct) Soient a,b € Ri. Montrer que si a < b alors a < —— < b et

a < Vab<b. i

2. (Cas par cas) Montrer que pour tout n € N, n(n + 1) est divisible par 2 (distinguer les n
pairs des n impairs).

3. (Contraposée ou absurde) Soient a,b € Z. Montrer que si b # 0 alors a + bv/2 ¢ Q. (On
utilisera que v2 ¢ Q.)

Professeur ABDELLAQOUI Said 11/114 abdellaouiacademy.com



Chapitre 1 — La logique ABDELLAOUI ACADEMY

4. (Absurde) Soit n € N*. Montrer que v/n? + 1 n’est pas un entier.

5. (Contre-exemple) Est-ce que pour tout + € Rona z < 2 = 22 <47
(
(

1
Récurrence) Montrer que pour tout n > 1, 1 4+2+---+n = n(nz—i—)

6
7. (Récurrence) Fixons un réel x > 0. Montrer que pour tout entier n > 1, (1 + )" > 1 + na.
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Chapitre 2 — Généralités sur les fonctions numériques ABDELLAOUI ACADEMY

1. Parité et périodicité d’une fonction

1.1. Fonctions paires

Définition 2.1 — Ensemble symétrique par rapport a zéro

Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalles de R. On dit que D est symétrique par rapport
a zéro ou que D est centré en zéro, si et seulement si :

pour tout z e R: [z € Dssi —x € D]

Exemple 2.1

R, R\ {0}, [-m;+x], R\ {—1;+1} sont symétriques par rapport & zéro.
R\ {—1}, [1;+o0[ ne sont pas symétriques par rapport a zéro.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION == === === === == — = — o m oo oo o m o m— o —

Définition 2.2 — Fonction paire

Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et f une fonction définie sur D.
On dit que f est paire lorsque les 2 conditions suivantes sont vérifiées :

1°) le domaine de définition D est symétrique par rapport a zéro;

2°) et pour tout z € D : [ f(—x) = f(x)]

Théoréme 2.1

Dans un repeére orthogonal (ou orthonormé), la courbe représentative d’une fonction paire est
symétrique par rapport a ’axe des ordonnées.

Exemple 2.2 — modeéle
Yy
La fonction carrée x +— x? définie sur R est une fonction
paire.
O X

~
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1.2. Fonctions impaires

Définition 2.3 — Fonction impaire

Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et f une fonction définie sur D.
On dit que f est impaire lorsque les 2 conditions suivantes sont vérifiées :

1°) le domaine de définition D est symétrique par rapport a zéro;

2°) et pour tout x € D : [ f(—z) = —f(z)]

Théoréme 2.2

Dans un repere orthogonal (ou orthonormé), la courbe représentative d’une fonction impaire est
symétrique par rapport a l'origine O du repere.

Exemple 2.3 — modele

La fonction cube z — 23 définie sur R est une fonction
impaire. 0 T

REMARQUE 2.1. Si une fonction est paire ou impaire, on réduit le domaine d’étude a la partie
positive de Dy. La courbe de f peut alors se construire par symétrie par rapport a l’axe des
ordonnées ou par rapport a l'origine O du repere.

1.3. Fonctions périodiques

Définition 2.4 — Fonction périodique

Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et f une fonction définie sur D et T € R
un nombre réel donné. On dit que f est périodique de période T lorsque les 2 conditions suivantes
sont vérifiées :

1°) Pour tout x e R: [z € Dssiz+T € D]

2°) et pour tout z € D : [f(x +T) = f(x)]

REMARQUE 2.2. Pour construire la courbe d’une fonction périodique f de période T' € R, on
construit (une portion de) la courbe sur un intervalle de longueur 7', puis on duplique indéfiniment
cette portion a droite et a gauche.
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Exemple 2.4

Pour construire sur R la fonction périodique de période T' = 2 et définie pour x € [—1;+1] par :
f(x) =1 — 22, il suffit de construire la courbe de f sur un intervalle de longueur une période, ici
[—1;+1], puis dupliquer indéfiniment.

On dit qu’on a réduit le domaine d’étude a un intervalle de longueur T" de Dy.

-5 -4 -3 =2 710‘ 1 2 3 4 5 T

2. Fonctions trigonométriques

2.1. Rappels et définitions

Dans un repeére orthonormé (O ;1,.J) du plan, soit M un point gueleonque du cercle trigonométrique
C(O;1) tel que la mesure en radians de I’angle orienté (07 ,OM) soit égale a x radians. On dit que
M est le point associé a x sur le cercle C(O;1).

Définition 2.5 — Cosinus et sinus

Dans un repére orthonormé (O, 7, 7) du plan, soit x un nombre réel et M le point associé a x
sur C(O;1). Alors

— le cosinus de z, noté cos x, désigne ’abscisse du point M ;

— le sinus de z, noté sin x, désigne I’ordonnée du point M.

On définit ainsi deux fonctions, cos et sin sur R comme suit :

cos:R — R " sin:R — R
e
T +—» COSXT r +— sinx
J
- M
smx |- - -
|
|
T
[0) cosx | |
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2.2. Propriétés

Propriété 2.1

Les fonctions cosinus et sinus sont définies sur tout R. De plus :

— Pour tout « € R : cos(—xz) = cosz. Donc la fonction cosinus est paire.

— Pour tout z € R : sin(—xz) = —sinz. Donc la fonction sinus est impaire.

Par conséquent, dans un repeére orthonormé (O, ?, 7) du plan,

— La courbe de la fonction cosinus est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées. Donc, on
peut réduire son intervalle d’étude a [0; +o0].

— La courbe de la fonction sinus est symétrique par rapport a ’origine O du repere. Donc, on peut
aussi réduire son intervalle d’étude a [0; 4o0[.

e
Soit M un point quelconque du cercle trigonométrique tel que la mesure de I’angle orienté ((7} ,OM)
soit égale a x radians. On peut lui associer une famille de nombres réels de la forme x + 2kn, k € Z,
qui correspondent au méme point M du cercle trigonométrique.

Propriété 2.2

Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période T' = 2.

— Pour tout z € R : cos(x + 2m) = cosx.

— Pour tout x € R : sin(x 4+ 27) = sin x.

En effet ; les nombres x et © + 2k, k € Z, correspondent au méme point M du cercle trigonométrique.
Donc x et x 4+ 2km ont exactement le méme cosinus en abscisse et le méme sinus en ordonnée.

Par conséquent, dans un repere orthonormé (O, 7, 7) du plan, on peut réduire l'intervalle d’étude
des fonctions cosinus et sinus a un intervalle de longueur 7' = 27. Par exemple, D = [—7; 7].

3. Les opérations sur les fonctions

3.1. Comparaison de fonctions

Définition 2.6 — Egalité de deux fonctions

On dit que deux fonctions f et g sont égales si et seulement si :

— Elles ont méme ensemble de définition : Dy = D,
— Pour tout x € Dy, f(x) = g(x)

Exemple 2.5

Les fonctions f et g définies respectivement par :

@) =iy e gl =Y

Sont-elles égales ?
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Définition 2.7 — Ordre, majorant, minorant

Soit I un intervalle et soient f et g deux fonctions définies au moins sur I. On dit que :

— f est inférieure & g sur I lorsque : f(x) < g(x) pour tout = € I. On note : f < g sur I.
— f est positive sur I lorsque : f(x) > 0 pour tout z € I. On note : f > 0 sur I.

— [ est magjorée sur I lorsqu’il existe un réel M tel que : f(x) < M pour tout = € I.

— f est minorée sur I lorsqu’il existe un réel m tel que : m < f(z) pour tout z € I.

— f est bornée sur I lorsqu’il existe des réels M et m tels que : m < f(z) < M pour tout
x € I. (f est majorée et minorée)

REMARQUE 2.3. La relation d’ordre pour les fonctions n’est pas totale car deux fonctions ne sont
pas toujours comparables.

Exemple 2.6

On consideére les fonctions f et g définies sur R par : f(z) = = et g(z) = 2.
On a par exemple :

;>(;>2<:>f(;>>g(;> 2<2? = f(2) <g(2)

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION -~ === == === - - - oo oo

| Propriété 2.3

Si f est une fonction monotone sur un intervalle I = [a;b] alors f est bornée.

DEMONSTRATION. Supposons que f est croissante sur [a;b] (le cas f décroissante se traite de fagon

analogue).
Soit x € [a;b], on a alors : a < x < b, comme f est croissante, elle conserve la relation d’ordre, d’ou :
f(a) < f(x) < f(b). On peut prendre m = f(a) et M = f(b), f est donc bornée. O
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Exemple 2.7

Montrer que la fonction g définie sur R par g(z) = 4sinz — 3 est bornée.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION -~ === == === - - oo oo

Exemple 2.8

Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = (1 — ). Démontrer que f est majorée sur R.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION -~ === == === - - oo oo oo oo

3.2. Variations d’une fonction

Définition 2.8 — Sens de variation

Soit I un intervalle (ouvert ou fermé, borné ou non).
Soit f une fonction définie au moins sur I. On dit que :

— f est croissante sur I si, et seulement si : pour tous u et v de I : v > u = f(v) > f(u)
— [ est décroissante sur I si, et seulement si : pour tous u et v de I : v >u= f(v) < f(u)

— f est monotone sur I si, et seulement si : f est croissante sur I ou décroissante sur I.

REMARQUE 2.4. On dit qu’une fonction croissante conserve la relation d’ordre et qu'une fonction
décroissante inverse la relation d’ordre.

Nous verrons au chapitre suivant que la fonction dérivée est I'instrument qui permet de déterminer
les variations d’'une fonction.

3.3. Résolution graphique

[ Exemple 2.9 — Résolution graphique

Soit la fonction f définie sur [~1,8;2,9] par : f(x) = 32* — 423 — 1222 + 15 dont la représentation
est la suivante :
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—20

1) Déterminer le tableau de variation de la fonction f.
2) Résoudre les équations suivantes : a) f(z) =0 b) f(z) =13

3) D’une fagon générale donner le nombre et le signe des solutions de I’équation f(x) = m ou
m est un réel quelconque.

4) Résoudre les inéquations suivantes : a) f(x) <0 b) f(xz) > 13
5) Résoudre I'équation f(z) = 3x.
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3.4. Composée de deux fonctions

Définition 2.9 — Composition

Lorsqu’on applique deux fonctions successivement, on parle de composition de fonctions ou de
composée de deuz fonctions. On peut alors faire le schéma suivant :

z —— y=f@) —L— z2=g(y) =glf@@)] =go f(z)

Soit Dy et Dy les ensembles de définition des fonctions f et g.
f(Dy) : représente I'image de 'ensemble de définition de f par la fonction f.
Pour pouvoir appliquer ensuite la fonction g, il est nécessaire que cet ensemble soit inclus dans
Dy : f(Dy) C Dy
Vz € Dy on doit avoir f(x) € D,

Exemple 2.10

Soit les deux fonctions f et g définies par :

1
f(x) =3z +4,onadonc: Df =R et g(x):?,onadonc:Dg:R—{—l}.
x

Définition 2.10 — Fonction composée

Soit 2 fonctions f et g avec f (Dyf) C Dy.
On appelle fonction composée de f par g, la fonction notée : g o f telle que :

go f(x) =g[f(z)]

REMARQUE 2.5. La composée de deux fonctions n’est pas commutative c.-a-d. g o f est différent

de fog.
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( A

Exemple 2.11

Soit les fonctions f et g définies par
flx)=2—2 e  glz)=42+3

Les deux fonctions étant définies sur R, les fonctions g o f et f o g sont définies sur R.

****************************************** CORRECTION == === === === === — oo oo —mm— oo

Application 2.1

1) Soit les deux fonctions suivantes f et g définies par :

1
r+1

f(z) = et g(x) = 3x

Calculer g o f(z) et f o g(x) apres avoir précisé les ensembles de définition.

Il est nécessaire de déterminer ’ensemble de définition avant de calculer la composée de
deux fonctions comme nous allons le voir sur cet exemple.

2) f et g sont les fonctions définies par :

z+3 T
r+1

fz) =

On pose h =go f.

a) Trouver I’ensemble de définition de h et calculer explicitement h(zx).

b) La fonction k est définie par k(z) = 33;;;35.

Les fonctions h et k sont-elles égales ?

Il peut étre intéressant de décomposer une fonction en fonctions élémentaires pour connaitre
ses variations.

3) Exprimer les fonctions suivantes a ’aide de fonctions élémentaires.
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3.5. Variations d’une fonction composée

Théoréme 2.3

Soit une fonction f définie sur un intervalle I et une fonction g définie sur f(I).

— Si f et g ont méme variation respectivement sur I et f(I) alors la fonction go f est croissante
sur I.

— Si f et g ont des variations opposées respectivement sur I et f(I) alors la fonction g o f est
décroissante sur 1.

DEMONSTRATION. Nous ferons la démonstration pour une fonction f croissante sur I et une fonction
g décroissante sur f(I).

On sait que f est croissante sur I, donc dans I : si u < v alors f(u) < f(v)

On sait que g est décroissante sur f(I), donc dans f(I) : si f(u) < f(v) alors g[f(u)] > g[f(v)]

On a donc dans I : si uw < v alors go f(u) > go f(v)

La fonction g o f est décroissante sur I. ]
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( A

Exemple 2.12

Soit la fonction h définie sur | — co; 1] par h(z) = /1 — .

1) Décomposer h en deux fonctions élémentaires.

2) Déterminer les variations de h.
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Chapitre 8 — Barycentre dans le plan ABDELLAOUI ACADEMY

On se place dans le plan ou dans I'espace.

1. Barycentre de deux points

1.1. Définition

Théoréme 3.1 — Théoréme et définition

Soient A et B deux points quelconques, « et 8 deux réels. R
Il existe un unique point G du plan tel que aGA + BG’? = 0 si et seulement si o+ 3 # 0.
Ce point est appelé barycentre du systéeme de points pondérés (A,a);(B,3). On note G =

Bar{(4,a); (B, 8)}.

DEMONSTRATION. Quels que soient « et 3 :

WGA+BGB =T <= aGA+BGA+AB) =T <« aGA+BGA+BAB=T

e (a+B)GA = —BAB « (a+ B)AC = BAB

1/ Si o+ 8 # 0 alors ’équation équivaut & ﬁ = f_ Bﬁ.
@
Le point G existe et est unique. N
2/ Si a+ f = 0 alors I"équation équivaut a BE =0.
Cette équation n’admet pas de solution si A # B et 5 # 0 et en admet une infinité si A = B ou § = 0.
O

( Exemple 3.1

Deux points A et B étant donnés, placer G = Bar{(4,2);(B,1)}.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION = === === === === mmm e m o e e oo ]

1.2. Propriétés

Dans tout le paragraphe, A et B sont deux points quelconques, « et 8 deux réels tels que oo + 8 # 0
et G = Bar{(4,a): (B, §)}.

Propriété 3.1 — Homogénéité

[ Soit k un réel. Si k # 0 alors G = Bar{(A, k«a); (B,kB)}.
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DEMONSTRATION. Si k # 0 alors :

G =Bar{(A4,0);(B,5)} — acﬁuﬁ@ — 0 — k:(aCT‘leﬁ@) k0
s kaGA+kBGB =10 = G =Bar{(A,ka);(B,kB)}

Exemple 3.2

Démontrer que I'on peut exprimer G comme barycentre de A et B de telle fagon que la somme
des coefficients soit égale a 1.

_| Propriété 3.2 — Position du barycentre

Si A et B sont distincts alors G € (AB). Autrement dit, A, B et G sont alignés.
Si, de plus, a et 5 sont de méme signe alors G € [AB].

DEMONSTRATION G =Bar{(A,a);(B,5)} — aGA—i—B@ -
Les vecteurs GA et EE sont donc colinéaires et GG, A et B sont alignés.

De plus, on a obtenu au cours de la premiére démonstration le résultat suivant : zﬁ = i Bﬁ
Q

or si a et B sont de méme signe alors est positif et inférieur a 1.
o}

+6
Ainsi G € [AB]. O

Propriété 3.3

Réciproquement, si A # B, tout point de la droite (AB) est le barycentre de A et B affectés de
coeflicients bien choisis.

—
D_EI\)/IONSTRATION. Si M € (AB) alors AM et AB sout colinéaires done il existe un réel k tel que
AM = kAB
On a alors :

AM = kAB «— AM —kAB =0 <« AM — k:(AM+MB) [

— AM — kAM —kMB =10 <= (k—1)MA — kMB =

De plus, k —1—k=—1%#0donc M = Bar{(A,k—1);(B,—k)}. O

Propriété 3.4 — Isobarycentre

[ Si a = 3, alors G est appelé isobarycentre de A et B. G est alors le milieu du segment [AB].
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DEMONSTRATION IMMEDIATE. O

Propriété 3.5 — Réduction vectorielle

Quel que soit le point M, am + Bl\ﬁ = (a+ B)J\ﬁ

DEMONSTRATION. Quel que soit le point M,
aMA + BMB = a(MG + GA) + B(MC + GB) = aMC + aGA + BMC + 5GB
= (a+ B)MG + aGA + BGE = (a + B)MG
~——

—

=0
O
Exemple 3.3
Soit G = Bar{(4,2);(B,5)}. Exprimer AC en fonction de AB.
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION -=====--=----=---—------————-———o—— oo
1.3. Coordonnées du barycentre
Propriété 3.6 — Coordonnées du barycentre
Soit (O ; 7, 7) un repere du plan. Soit A(x4;y4) et B(xp;yn).
. aza+ Brp aya+ 52/3)
Si G = Bar{(A4, a); (B, alors G ;
(A0): (B3} alons G (2402 020
Dans un repére de Iespace, il suffit de faire le méme calcul sur la troisieme coordonnée.
—
DEMONSTRATION. Quel que soit le point M, on a aM A + [5’M§ =(a+ [5’)M(§
Cette égalité est donc valable en particulier pour M = O.
— —
On a donc onA—&—BO?: (a+ﬁ)0@ soit O?: a OA + s @
a+p a+p
—
Les coordonnées de O A sont oA et les coordonnées de @ sont vB .
YA YyB
a B ara+fzp
—=TA+ LB —a=E
On en déduit que les coordonnées de O? sont | ath = oth . U
Qa4 LyB aya+Byp
atBYA T a1 atp

Exemple 3.4

Dans un repére du plan, on a A(3;—2) et B(—1;4). Déterminer les coordonnées de G barycentre
de (4,2);(B,3).
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2. Barycentre de trois points

Les définitions et propriétés du paragraphe précédent s’étendent au cas de trois points pondérés.

2.1. Définition

Théoréme 3.2 — Théoréme et définition

Soient A, B et C trois points quelconques, «, 5 et v trois réels.

Il existe un unique point G du plan tel que aGA+ﬁC@+7C@ = ﬁ si et seulement si a+ 5+ # 0.
Ce point est appelé barycentre du systeme de points pondérés (A, a);(B,S);(C,v). On note
G =Bar{(4,0);(B,);(C,7)}

DEMONSTRATION. Quels que soient a, S et v :

aGA + BGB +~1GC =0 — aGA+ B(GA+ AB) ++(GA+ AC) =T
s aGA+BGA+ BAB +~4GA+~AC =0
— (a+B+7)GA=—BAB —AC
— (a+5+’y)@=ﬁzﬁ+vﬁ
1/ Si o+ B+~ # 0 alors I’équation équivautéﬁziﬁ—i—Lﬁ

a+ B+ a+ B+
Le point G existe et est unique.

2/ Si a+ f+ v = 0 alors I’équation équivaut a /Bﬁ + %ﬁ = ﬁ IR
Cette équation n’admet pas de solution si ﬁﬁ —f—’}/zﬁ =+ ﬁ et en admet une infinité si Bﬁ —Py@ =0.
O

2.2. Associativité du barycentre

| Propriété 3.7 — Associativité

Soient A, B et C trois points, «, 8 et 7 trois réels tels que a+ 5 +~v # 0 et a+ 5 # 0.

S { G = Bar{(4,);(B,8): (C;7)}

alors G = Bar{(H, « (O,
H =Bar{(A4,a);(B,p)} {( +5);(C7)}

G = Bar{(A,Oé) ; (Bvﬁ) ; (Ca ’Y)}

DEMONSTRATION. Supposons que
H = Bar{(4,a);(B,5)}

On a alors :

(a+ B)GH +~GC = oGH + BGH +4GC = aGA + o AH + BGB + SBH +1GC
:a@1+5@+7@+aﬁ+53‘ﬁ:ﬁ

O

Conclusion : G = Bar{(H,a + 3);(C,~)} O
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Exemple 3.5

Trois points A, B et C' étant donnés, placer G = Bar{(A,1);(B,1);(C,2)}.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION -~ === == === - - - oo oo

2.3. Propriétés

Dans tout le paragraphe, A, B et C sont trois points quelconques, «, [ et v trois réels tels que

a+B8+v#0et G=Bar{(A,a);(B,5);(C,v)}

Propriété 3.8 — Homogénéité

[ Soit k un réel. Si k # 0 alors G = Bar{(A, ka) ; (B, kB); (C, kv)}.

DEMONSTRATION. Si k # 0 alors :

G = Bar{(4,0); (B, ); (C,7)} <= aGA+ BGB +~GC = 0
— k(aGA + BGB +1GC) = k

= kaa}4+kﬁcﬁ+k7@:ﬁ
— G =Bar{(4,ka);(B,kB); (C,kvy)}

it

Propriété 3.9 — Position du barycentre

Si A, B et C ne sont pas alignés alors G € (ABC'). Autrement dit, A, B, C' et G sont coplanaires.

—
DévoxstraTION. G = Bar{(4,):(B.§):(C,7)} += aGA+ BGB +~GC =T
Les vecteurs GA, @ et C@ sont donc coplanaires. Ainsi les points A, B, C et G sont coplanaires. [J

Propriété 3.10

Réciproquement, si A, B et C ne sont pas alignés, alors tout point du plan (ABC') est le barycentre
de A, B et C affectés de coefficients bien choisis.

DEMONSTRATION. Si M € (ABC) alors il existe des réels k et k' tels que :

AM = kAD + KAC = kAM + kMB + K AM + K MC

On a alors (1 — k — K)MA + kMB + K¥'MC = 0 donc M = Bar{(A,1—k—¥');(B,k):(C,k)}. O
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Propriété 3.11 — Isobarycentre

Si = =1, alors G est appelé isobarycentre de A, B et C. G est alors le centre de gravité du
triangle ABC.

DEMONSTRATION. Soient I le milieu de [BC] et J le milieu de [AC].

On a alors I = Bar{(B,1);(C,1)} et J = Bar{(A,1);(C,1)}.

D’apres la propriété d’associativité, on a, d’une part, G = Bar{(I,2); (A, 1)} donc G € (AI) et, d’autre
part, G = Bar{(J,2);(B,1)} donc G € (BJ).

G appartient donc a deux médianes de ABC.

G est le centre de gravité de ABC. O

Propriété 3.12 — Réduction vectorielle

Quel que soit le point M, aMA + SMB +~MC = (a—i—ﬁ—i—fy)MZ?.

DEMONSTRATION. Quel que soit le point M,

oMA + BMB +~MC = (MG + GA) + B(MC + GB) + (MG + GC)
— aMC + aGA + BMC + BGB + v MG + G
— (a+ B +7)MG +aGA + BGB +1GC = (a+ B+ 7)MC

K

2.4. Coordonnées du barycentre

| Propriété 3.13 — Coordonnées du barycentre

Soit (O 7, 7) un repere du plan. Soit A(z4;y4), B(xp;yp) et C(zc;yo).
Si G = Bar{(A4,a);(B,B);(C,v)} alors G <a3:,4 + Bxp +yxoe  aya+ Bys + Vyg)

a+fB+y T a+pB+7y
Dans un repere de ’espace, il suffit de faire le méme calcul sur la troisieme coordonnée.

La démonstration est identique au cas de deux points.

Exemple 3.6

Dans un repére du plan, on a A(2;—1), B(0;3) et C(—2;0). Déterminer les coordonnées de G
barycentre de (A,1);(B,3);(C, —2).

3. Barycentre d’un nombre quelconque de points

Toutes les définitions et propriétés précédentes se généralisent a n points pondérés.
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| Propriété 3.14 — Barycentre de n points pondérés

— Soient A1, Ao, ..., Ay n points et aq, a9, ..., a, n réels.
1l existe un unique point G tel que a1GA1 + aoGAs + - - - + a,GA, = 0 si et seulement si
a1 +as+--+a, #0.
Ce point est appelé barycentre des n points pondérés (A, a1); (A, a2);...;(An,an).

— Regle d’associativité :
Pour trouver le barycentre G de n points, lorsque n > 3, on peut remplacer p points, pris
parmi les n points, par leur barycentre (s’il existe) affecté de la somme de leurs coefficients.

— Soit k # 0.
G =Bar{(Ai1,a1),...,(Ap,an)} <= G =Bar{(A1,ka1),...,(Ap, kap)}.

Autrement dit, on ne change pas le barycentre en changeant les coefficients par des coeffi-
cients proportionnels.

— Siay =as=--+=a, # 0 alors G est appelé isobarycentre des n points A, As, ..., A,.
— Pour tout point M,

— — — Ve
aitMA; +asMAy + -+ a, MA,, = (a1+a2+---—|—an)M

— Dans un repeére, le barycentre de n points pondérés a pour coordonnées la moyenne des
coordonnées des n points pondérés par les n coefficients.
Dans le cas d’un repére du plan, on obtient :

a1TA, + a2x A, + -+ apa,
ayt+ax+---+ay

a1yA, + a2ya, + -+ anya,
ar+ag+---+ap

TG =
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Chapitre 4 — Analytique du produit scalaire ABDELLAOUI ACADEMY

Dans tout le chapitre, U et T désignent deux vecteurs du plan.
Une unité de longueur est fixée.

1. Définition

Définition 4.1 — Produit scalaire

On appelle produit scalaire de W et ¥ le nombre réel noté o - U et défini par :

12 % || 7| x cos(Z:7) sid#0 et T #£0
0

77:{ siﬁzﬁou?zﬁ

Le produit scalaire d’un vecteur U par lui-méme (7 . 7) est appelé carré scalaire de U et se
note 2.

REMARQUE 4.1. Le produit scalaire est donc une opération dont les arguments sont des vecteurs
et dont le résultat est réel.

Exemple 4.1

Sur la figure ci-contre, le triangle OAB est équilatéral et OA =

2. o
Calculer o - 7.

2. Autres expressions du produit scalaire

2.1. Cas des vecteurs colinéaires

Propriété 4.1

~ Si U et ¥ sont colinéaires et de méme sens alors o - U = || 7 || x || 7|
~ Si W et ¥ sont colinéaires et de sens contraires alors @ - v = — ||| x || V|

DEMONSTRATION.

~ Si W et ¥ sont colinéaires et de méme sens alors (U ; ') = 0.

Ainsi, @ - ¥ = || 7| x |V x cosO = ||| x ||V
~ Si U et ¥ sont colinéaires et de sens contraires, alors (7 ; 7) =.

Ainsi, @ -0 = || 7| x | T|| x cosm = — |7 || x || 7|
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O

Conséquence 4.2

— Si W et ¥ sont colinéaires et de méme sens alors @ - ¥/ > 0 et si @ et ¥ sont colinéaires
et de sens contraires alors @ - ¥ < 0

— Quel que soit le vecteur @, W2 = |||

2.2. Avec des projetés orthogonaux

Propriété 4.3 — Projeté orthogonal

Soient A, B, C et D quatre points du plan.
—
Si C' et D' sont les projetés orthogonaux de C et D sur (AB) alors AB.CD=AB-C'D

[

e
Q
Sy

DEMONSTRATION. Soit F le pomt tel que C’E C?
On a alors AD - @ E C'E = AB x C'E x cos( zﬁ C'E

— Si langle (ﬁ;C”E) est droit alors cos(ﬁ;C’E) = COS(E;@) — 0 donc AB - CD =
AB-C'D =0,
— —
— Si langle (ﬁ;C’E) est aigu alors AB et C'D' sont colinéaires et de méme sens et
— ID/
cos(zﬁ;C”E) _¢

C'E
/Dl
Ainsi AB - CD = AB x C'E x g,E — ABx(C'D' = AB-C'D.
—> -
- Si l’angle E ;C'E) est obtus alors E et C'D’ sont colinéaires et de sens contraires et
C” D’
"B —
cos( E C'E el oy
—
Ainsi AB - C? = —ABx C'Ex G = ~ABx C'D' = AB-C'D.
O
Exemple 4.2
A
ABC est un triangle isocele en A tel que AB =3et BC = 4 5 !
O est le milieu du segment [BC]. Calculer BA-BC et CA- }
BC 5 | o
O 4
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2.3. Dans un repeére

Propriété 4.4 — Expression analytique

Soit (O 7, 7) un repere orthonormal du plan.

Si W (m) et U (m:) alors U - 0 = xza’ +yy'.
Yy Yy

——
DEMONSTRATION. Soit A le point tel que OA = U et Ble point tel que O? = .

1/ Cas des vecteurs colinéaires.

_ 2
1l existe & tel que OB = kOA. Ainsi OB (;)
y

- Si 0_121 et @ont colinéaires et de méme sens alors £ > 0 et OB = EOA.
On a alors OA - OB = OA x OB = k x OA x OA = kOA?.

- Si E}l et @on‘c colinéaires et de sens contraires alors k < 0 et OB = —kOA.
On a alors OA-OB = —0A x OB = k x OA x OA = kOA?.

Ainsi OA - OB = k(z? +y?) = kxx + kyy = z2’ + yy’

2/ Cas des vecteurs quelconques.

Soit H le projeté orthogonal de B sur (OA). B
On a alors, d’apres ce qui précede, OA- OB = OA-OH = zxg + yyg

En appliquant le théoréeme de Pythagore dans les triangles OBH et

| ce
ABH rectangles en H, on obtient : ‘ﬁ
BH? = OB? — OH? = AB? — AH? o H A

qui nous donne :

2?4y -~y = (@ -+ (y-y) — (@ —2n) — (y —yn)?
puis, en simplifiant :

0= —2xz" —2yy' + 2xxy + 2yyy

soit : xxy + yyy = x2’ +yy'
On en déduit donc : OA - O? =xx’ + yy'. O

( Exemple 4.3

6 3 -2
Dans un repere orthonormal (0;7, 7), U (3), v ( 1) et W ( ) )
Calculer / - 7, U-Wet V0.
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3. Regles de calcul

| Propriété 4.5 — Reégles de calcul

Quels que soient U et U

0T =u-0=0

U =7-1 (On dit que le produit scalaire est symétrique)
T T+ =T - T+T B et T (kV) =k x (T 7)

@+ V=T - T+7 -Bet (k) - T =kx (7 )

DEMONSTRATION.

— Le premier résultat est une conséquence directe de la définition.

— Le deuxiéme résultat est aussi une conséquence de la définition (cos(w ; V) = cos(V ; ).

x x x"
— On se place dans un repéere orthonormal du plan et on pose 0 ( ), o ( ,> et W < ”).
Yy Yy Y
$/+$”
Les coordonnées de ¥ + o sont .
y/ +y//
On a ainsi, ¥ - (U + W) = 2@’ +2") + y(y/ + ") = za’ + z2” + yy' + yy".
Deplus W - U + U - & =z’ +yy + xa” + yy'.
Conclusion : @ - (V+ W) =4 - v+« -«

/
Les coordonnées de k0 sont !
Yy
On a ainsi o - (k) = z(kz’) 4+ y(ky') = kaa' + kyy'.
De plus k x (0 - V) = k(za' + yy/) = kxa' + kyy'
Conclusion U - (k¥) =k x (¥ - V)

— Le quatrieme résultat se démontre en utilisant les deux précédents.

Exemple 4.4
U et ¥ sont deux vecteurs, simplifier (7 + )%, (4 — ¥)% et (¥ + V) - (4 — ).
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4. Vecteurs orthogonaux

4.1. Définition

Définition 4.2 — Vecteurs orthogonaux

Les vecteurs U et U sont orthogonaux si :

7 =10 ou7d =0 ou(OA) L (OB)

4.2. Propriété

Propriété 4.6

Les vecteurs U et ¢ sont orthogonaux si et seulement si w7 =0.

DEMONSTRATION.
UV =0 < |7 x||7|| xcos(;V)=0
— ||Z][=0o0u ||V =0ou cos(; V) =0
= 7:6>ou7:6>0u(7;7):g+kx277

<~ W et U sont orthogonaux

Exemple 4.5

6 6
Dans un repere orthonormal (O ; 7, 7), on donne o (4), o ( )

Démontrer que o et ¢ sont orthogonaux.

777777777777777777777777777777777777777777 CORRECTION -=--=========-=--=-=-------------------o—o oo
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1. Equations de droites

1.1. Définition

Définition 5.1 — Vecteur normal

Un vecteur non nul 77 est dit normal & une droite d si la direction de 77 est orthogonale a celle
de d.

1.2. Propriétés

| Propriété 5.1

Le plan est muni d’un repeére orthonormal (O 7, 7)

a
1/ Une droite de vecteur normal i (b) a une équation de la forme ax + by + c = 0 avec c € R.
2/ Etant donnés trois réels a, b et ¢ ol a et b ne sont pas nuls simultanément, Pensemble des

a
points dont les coordonnées vérifient ax + by 4+ ¢ = 0 est une droite de vecteur normal it (b) .

a
DEMONSTRATION. 1/ Soit d une droite de vecteur normal w (b) et soit A(zo;y0) € d.

Soit M (x;y), on a AM (1::50)
Y—%
H %
M(z;y) €d <= AM -7 =0 <= (x—z0)a+ (y—y)b=0 < axr+by+c =0 avec
c= —azxg — byp.

2/ Soit d I’ensemble des points M (x;y) tels que ax + by + ¢ = 0 et soit A(z4;ya) € d.

— —
— a(z—24)+bly—ya) =0 < W-AM =0 < AM L 7

<= M appartient & la droite passant par A et de vecteur normal .

Exemple 5.1

Dans un repére orthonormal, on considére les points A(3; —1) et B(2;4). Déterminer une équation
de la médiatrice m de [AB].
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2. Norme d’un vecteur

Le réel 7 7 noté 2 est appelé carré scalaire de q.
Si W = OA alors @ - U = OA x OA = OA? est un nombre positif.

Définition 5.2 — Norme d’un vecteur

La norme d’un vecteur U est le réel positif v 2 notée |||

_| Propriété 5.2 — Propriétés de la norme

Soient @ et ¥ deux vecteurs, « un réel.

i) || =0 si et seulement si ¥ = 7.
i) [la® || = |of x |||
i) |7+ V| <]+ 7V

3. Distance d’un point a une droite

Soit (D) une droite du plan. Soit A un point du plan, H son
projeté orthogonal sur (D).

Si M est un point quelconque de (D), AM? = AH?+ HM? ; donc
AM? > AH? c’est-a-dire AM > AH.

Ainsi la distance AH est le minimum des distances de A aux

points de (D).
D’ou la définition suivante.

Définition 5.3 — Distance d’un point a une droite

Soit (D) une droite du plan. Soit A un point du plan, H son projeté orthogonal sur (D).
Le nombre réel AH est appelé la distance du point A d la droite (D) ; on le notera d(A, (D)).

Théoréme 5.1

0 et A un point de coordonnées (r4,yA).

laxa + bya + ¢

Alors d(A, (D)) = VaZ+ b2

Le plan est muni d’un repére orthonormé d’origine O. Soient (D) une droite d’équation ax+by+c =

DEMONSTRATION. Le vecteur 7 (a, b) est normal & (D).
Puisque H appartient a (D), on a : axy + byy + ¢ = 0.

AH -7 = (AO + OH)- 7 = A0 -7 + OH - 7

=—arqa —bys+axyg +byg = —axas — bys — c.

,ﬁ | =|—axs —bya — ¢l
Hzﬁ” HnH | cos( zﬁ,ﬁ)\:\ax,q—i-byA—i-c\.

Hﬁ” . ]_>H = laxs + by + c|.

laxs + bya + ¢ laxa + bya + ¢|
AH = . AH = d(A, (D)) =
il @) =""r
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REMARQUE 5.1. Lorsque le vecteur 77 (a, b) est unitaire, alors AH = d(A, (D)) = |az s +bya+c|.

REMARQUE 5.2. Soit (D) une droite du plan de vecteur normal unitaire 77, et A un point du
plan.

Le réel pp(A) = AM - 7 est indépendant du choix de M sur la droite (D).

En effet si H est le projeté orthogonal de A sur (D), on a :

AM -7 = (AH + HM) -7 = AH - 7.

—
On en déduit en outre, que |AM - 7| = AH est la distance de A & (D).

4. Equations de cercles

4.1. Forme générale

Propriété 5.3 — Equation d’un cercle

Soit (O 7, 7) un repeére orthonormal.
Une équation du cercle C de centre A(z4;y4) et de rayon R est

(& —24)" +(y —ya)® = R?

DEMONSTRATION. M (z;y) €C <= AM =R <= AM? =R? < (z—24)?>+ (y—ya)?=R2 0O

( Exemple 5.2

Soit (O 7, 7) un repere orthonormal.
Quelle est la nature de I'ensemble E des points M (z ;%) tels que 2? +y?> —6x +2y +5=07?

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION ~= === === === - -

4.2. Cercle de diameétre donné

Propriété 5.4 — Cercle de diameétre [AB]

On considere deux poi_n‘gs A et B du plan. Le cercle C de diametre [AB] est I’ensemble des points
M du plan tels que M A - Mg = 0.
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DEMONSTRATION.

M=A
MeC <— ou M =1B <=

5|
3|

ou AM B est un triangle rectangle en M

Exemple 5.3

Soit (O; 7', 7) un repére orthonormal.
Déterminer une équation du cercle C de diametre [AB] avec A(2;2) et B(6;—2).

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION == === === === =—— - — o — oo oo — o ———— o

4.3. Représentation paramétrique d’un cercle

Soit I(a;b) un point du plan, (a,b € R), et r un réel strictement positif : on note C(I;r) le cercle de
centre I et de rayon r. Soit M (z;y) un point du plan.

Définition 5.4 — Représentation paramétrique

Le systeme

{a::a—l—rcost (te]R)

y=>b+rsint

est une représentation paramétrique du cercle C.
t est le parametre.

5. Position relative d’une droite et d’un cercle

Passage illisible dans la source (page 53 du livre) : le texte de cette page n’est pas restitué par le
fichier fourni (police non décodable). Seul le titre « V) Position relative d’une droite et d’un cercle »
est lisible. Ce contenu n’a pas été reconstitué afin de ne rien inventer; il est d reprendre directement
dans le livre.
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6. Longueurs et angles dans un triangle

6.1. Théoréme de la médiane

| Propriété 5.5 — Théoréme de la médiane

On considére deux points A et B du plan et I le milieu de
[AB]. Pour tout point M du plan, on a :

1
2 2 _ 2, 1 ap2
MA*“+ MB*=2MI +2AB A B

DEMONSTRATION.
MA? + MB? = MA? + MB? = (M + TA? + (MI + IB)?
— MI? +2MI - TA + TA? + MI? +2MI - TB + 112
— oM 4 2M1 - (IA + IB) + 1A% + IB?

Or I est le milieu de [AB] donc TA = IB = $AB donc IA? = IB? = 1 AB?

H
De plus ITA + I@ =
Ainsi MA? + MB? =2MI? + 2 x $AB? =2M1°* + 1AB? O

Exemple 5.4

ABC est un triangle tel que AB = 6, AC = 8 et BC' = 12. Calculer Al ou [ est le milieu de
[BC.

6.2. Formules d’Al Kashi

| Propriété 5.6 — Formules d’Al Kashi

On consideére un triangle ABC. On pose a = BC, b = AC, A
c=AB,A=BAC, B=ABC et C =ACB. On a :
a® =b* +c* — 2be cos(g) ¢ b
v = a® + ¢ — 2accos(B)
~ B
¢ = a® + b* — 2abcos(C) a ¢
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DEMONSTRATION. BC? = BC2 = (B_Zl + zﬁ)Q — BA2 4 2BA . AC + AC? = BA? + AC? — 24B - AC

Ainsi BC? = AB? + AC? — 2 x AB x AC x COS(W) soit a? = b% + ¢? — Zbccos(g) O
( Exemple 5.5
ABC est un triangle tel que AC =9, AB =5 et A= g Calculer BC.
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION ~==========--=-— oo o1
6.3. Aire d’un triangle
Propriété 5.7 — Aire d’un triangle

On considere un triangle ABC' et on appelle .S son aire. Avec les notations ci-dessus, on a :

~

1 ~ 1 1 ~
S = —besin(A) = §acsin(B) = iabsin(C)

2
DEMONSTRATION.
Soit H le projeté orthogonal de C' sur (AB). On a alors S = C O
$AB x CH. ‘
Sil'angle A est aigu alors CH = AC'sin(4). R b/ a
Si I'angle A est obtus alors CH = AC'sin(r — A) = AC'sin(4) :
Dans tous les cas S = 1AB x AC x sin(A). !
A - B
H c

6.4. Formule des sinus

Propriété 5.8 — Formule des sinus

On considere un triangle ABC'. Avec les notations ci-dessus, on a :

a b ¢
sin(A)  sin(B)  sin(C)
DEMONSTRATION. On a S = $besin(A) = Lacsin(B) = 3absin(C) donc v sin(4) = sml() ) =
c a
i b

sin(C) ainsi aA = — = CA . (I

¢ sin(A) sin(B) sin(C)

( Exemple 5.6

ABC est un triangle tel que BC = 5, B = 50° et C' = 75°. Calculer AB et AC et donner les
valeurs arrondies au dixieme.
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1. Généralités

1.1. Définition

Définition 6.1 — Suite numérique

Une suite est une fonction définie sur N. Une suite numérique est une suite a valeurs dans R.
L’image de n par une suite u se note u, et est appelée terme de rang n de la suite. Une suite u
est aussi notée (U, )neN-

REMARQUE 6.1. On peut aussi définir une suite a partir d’un certain rang.

( Exemple 6.1

1 1 1 1
1 défini N = —. == = - =, .
/ u définie sur N par u,, —— Uuo = 5, U1 3,u2 7
L 1 1 1
2/ v définie pour tout n > 3 par v, = —— v3=1,v4 ==, v5 = =,
n—2 2 3
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION -==========-=-—-----——— oo

1.2. Comment générer une suite

Selon le contexte les termes d’une suite peuvent étre définis de différentes facons.

Explicitement en fonction du rang

— Toute fonction définie sur [0;+oo] (ou sur un intervalle de la forme [a; +o00[) permet de définir
une suite.

Exemple 6.2

Calculer les premiers termes de la suite définie sur N par w,, = 2n% — 5n — 1.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION -~ - === - === - - -

— Les propriétés des nombres entiers permettent aussi de définir explicitement des suites qui ne
peuvent pas étre obtenues simplement par une fonction définie sur R.

( Exemple 6.3

Calculer les premiers termes des suites (up)nen €t (vn)nen+ o0 uy = (—1)" et v, est le nombre de
diviseurs de n.
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Par récurrence

Une suite peut aussi étre définie par son premier terme (ou ses premiers termes) et par une relation
permettant de calculer chaque terme en fonction du précédent (ou des précédents).

Exemple 6.4
Calculer les premiers termes des suites ci-dessous définies sur N.
ug = —6
— u est définie par
Upt+] = —§un — 1 pour tout n > 0
e v=1;v=1
— v est définie par ’
Up42 = Up41 + vp pour tout n > 0
Wn, . .
Wn4l = —— sl wy, est pair
— w est définie par wg = 3 et 2
Wpy1 = 3wy + 1 si w, est impair
777777777777777777777777777777777777777777 CORRECTION -=-=-===-===-------------------------- oo

2. Sens de variation

2.1. Définition

Une suite étant une fonction, les définitions restent les mémes :

Définition 6.2 — Sens de variation d’une suite

u est croissante (strict. croissante) sin <p = u, <up, (N <p= up < up)
u est décroissante (strict. décroissante) sin < p = up, > up, (N <p= u, > up)
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Cependant, les propriétés des nombres entiers permettent d’établir les résultats suivants :

Propriété 6.1

u est croissante si et seulement si pour tout entier n, u, < Upy1
u est décroissante si et seulement si pour tout entier n, u, = Up41

REMARQUES 6.2.

— Ne pas mélanger w41 et up +1
— Dans la pratique, pour déterminer le sens de variation d’une suite, on s’intéresse au signe
de la différence up41 — Up.

— Damns le cas ou tous les termes de la suite sont strictement positifs, on peut aussi comparer

Un+1
ntlos 1.

le quotient
n

( Exemple 6.5

Déterminer le sens de variation des suites suivantes :
— w est définie sur N par u, = 3n + (—1)".

vg = 2
— v est définie sur N par 0 )
Up+1 = —;, + vy, pour tout n € N
n
— w est définie sur N* par w, = —.
n
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2.2. Propriété

Propriété 6.2

Soit f une fonction définie sur [0; 400, et (uy) la suite définie par u, = f(n), alors

— si f est croissante, alors la suite (u,,) est croissante,

— si f est décroissante, alors la suite (u,) est décroissante.

DEMONSTRATION. Si par exemple f est croissante sur R, alors pour tout entier n, f(n+ 1) > f(n),
c’est-a-dire exactement que u,41 = Uy, donc (u,) est croissante. O

Exercice 6.1

Etudier le sens de variation des suites définies par les expressions :

REMARQUE 6.3. La réciproque est fausse!

Un
5 S ——— A
Par exemple, soit la suite (u,) définie par u, = l 1
f(n) avec la fonction f(z) = z + sin(27x). N |
Alors, pour tout entier n, u, = n+sin(27n) = n, et ) | |
donc (uy,) est croissante (c’est la suite des entiers } }
naturels), tandis que f n’est pas monotone sur R. A 1 .
T T -
Exercice 6.2
Déterminer le sens de variation des suites suivantes :
2
n“+1 3n—1
o U, = ° U, = o w, =n>—10n+ 26 o 1z, =2n° — 30n% + 54n
2n n+2
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3. Suites arithmétiques

3.1. Définition

Définition 6.3 — Suite arithmétique

Une suite arithmétique est une suite dont chaque terme est obtenu en ajoutant la méme quantité
r, appelée raison de la suite, au terme précédent.
Pour tout entier n, up11 = up +7 <= Upy1 — Up =T

+ + + + + + +
UO—T>U1—T>UQ—T>U3—T>’U,4—T> ----- —T>un—r>un+1---

Exemple 6.6

La suite des nombres impairs est une suite arithmétique de raison 2.
Les suites u et v définies sur N par u, = 3n — 4 et v, = n® + 2 sont-elles arithmétiques ?

777777777777777777777777777777777777777777 CORRECTION -=-=-=======-=---=--------------------oo-o oo
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Exercice 6.3

e La suite (uy,) définie par ug = 0 et pour tout entier n par la relation w,4+1; = u, + 1 est une
suite arithmétique de raison r =1.Ona:u; =uy+1=1L ue=u1 +1=2,ug=....
(uy) est la suite des entiers naturels.

e Soit (vy,) la suite définie par la relation v, = 5n + 2.
Alors, pour tout entier n, vp41 — Uy = .. ..
On en déduit que (v,) est une suite arithmétique de raison r = ...

e La suite (w,,) définie par la relation w, = n? + 2 est-elle arithmétique ?

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION == === === === === — oo — o — oo —— o

| Propriété 6.3 — Sens de variation

Soit (un)nen une suite arithmétique de raison r.
Sir > 0 alors u est strictement croissante.

Sir =0 alors u est constante.

Sir < 0 alors u est strictement décroissante.

DEMONSTRATION IMMEDIATE. (Pour tout n, w,41 —u, =7..) O

3.2. Expression de u,, en fonction de n

Propriété 6.4 — Terme général

Soit (up)nen une suite arithmétique de raison 7.
Pour tous entiers naturels n et p : u, = up + (n —p)r
En particulier, pour tout entier naturel n : u,, = ug + nr

DEMONSTRATION. On suppose n = p. On a :
Up —Up—1 =T Un—-1 —Un-2=T3 ... Up42 —Up+1 =T Upy1 —Up =T

En additionnant toutes ces égalités, on obtient : u, — u, = (n — p)r soit u, = up + (n —p)r O

3.3. Somme de termes consécutifs

| Propriété 6.5 — Somme de termes consécutifs

Soit (up)nen une suite arithmétique de raison 7.
Pour tout entier naturel n :

Uy + Unp

up+up -+ Up1 Fupy = (n+1) x 5
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REMARQUE 6.4. On a aussi u; +ug + -+ + Up_1 + up =n X W_Tun
DEMONSTRATION. Posons S = ug +uj + -+ + up

On a ainsi 25 = (ug + up) + (u1 + up—1) + (ug + up—2) + -+ + (up—1 +u1) + (un + uo)
Or, pour tout k < n, ug + up_p = ug + kr + up + (n — k)r = ug + up + nr = ug + uy,.
On a donc : 25 = (n+ 1) x (ug + up)

DoncS:(n—l-l)xuO—i_Tun

Exemple 6.7

Déterminer la somme des n premiers nombres impairs.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION -~ === == === - - - oo oo oo

4. Suites géométriques

4.1. Définition

Définition 6.4 — Suite géométrique

Soit (un)nen une suite et ¢ un réel.
On dit qu’une suite (u,)nen est une suite géométrique de raison ¢ si pour tout entier naturel n :

Unp+1 = G X Up

REMARQUE 6.5. Si ¢ # 0 et ug # 0 alors pour tout n € N, u,, # 0.

( Exemple 6.8

La suite des puissances de 2 est la suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2.
Les suites u et v définies sur N par u, = —4 x 3" et v, = n? + 1 sont-elles géométriques ?

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION == === === === = — - — oo oo — o —— o
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4.2. Expression de u, en fonction de n

Propriété 6.6 — Terme général

Soit (un)nen une suite géométrique de raison q.
Pour tous entiers naturels n et p : u, = u, x ¢"7?
En particulier, pour tout entier naturel n : u, = ug x q"

DEMONSTRATION. On suppose n > p. On a :

Un Up—1 Up+2 _  Up+l
- 3 - y e T — s T
Un—1 Up—2 Up+1 Up
.. p .y . U _ . _
En multipliant toutes ces égalités, on obtient : — = ¢"P soit u, = up X q"7P O
Up
| Propriété 6.7 — Sens de variation

Soit (un)nen une suite géométrique de raison g # 0.

si ug > 0, u est strictement croissante.

Sig > 1 alors ) ] ]
si ug < 0, u est strictement décroissante.

— Si g =1 alors u est constante.

si ug > 0, u est strictement décroissante.

Si0 < g <1 alors ) _ ]
si ug < 0, w est strictement croissante.

— Si g < 0 alors u n’est pas monotone.

DEMONSTRATION. Pour tout n, tn11 — un = ug X ¢" T —ug x ¢ = ug x ¢"(q — 1)
Le signe de uyy1 — u, s’obtient donc en fonction du signe de ug, du signe de ¢" et du signe de ¢ — 1. J

4.3. Somme de termes consécutifs

| Propriété 6.8 — Somme de termes consécutifs

Soit ¢ un réel différent de 1.
Pour tout entier naturel n :

9 L 1— qn+1
1+q+q +~-—|—q”_ —I—q”z 17_(1
Soit (un)nen une suite géométrique de raison g # 1.
Pour tout entier naturel n :
1— qn+1

ug + Uy + -0+ Up—1 + Up = Up X ¢

DEMONSTRATION. Posons S = 1+q+¢>4---+¢" ' +¢* Onaalors ¢S =g+ @+ @+ -+ ¢"+ ¢!
Ainsi, S — ¢S =1 — ¢"*!
1— qn—l—l
Dou:S=—""— O
l—gq
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( A

Exemple 6.9

Déterminer la somme des n premicéres puissances de 2 (1 +2 + 22 4 ... +2771),

****************************************** CORRECTION ~= === == === - - oo oo oo
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1. Formules d’addition

Passage illisible dans la source (page 102 du livre) : le contenu de cette page (énoncé des formules
d’addition et début de la démonstration) n'est pas restitué par le fichier fourni. Il n’a pas été recons-
titué ; les formules d’addition figurent dans le formulaire de fin de chapitre (§4). La démonstration
reprend ci-dessous la ou le texte redevient lisible.

DEMONSTRATION (SUITE).

O—1>4-O?:OA><OBxcos(a—b):cos(a—b)

b
O—)‘l-@: (cosa) . (COS ) =cosacosb+sinasinb

sina sin b

On en déduit donc la deuxieme formule :
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
Pour retrouver la premiere, il faut remplacer dans la formule ci-dessus b par —b, on obtient alors :
cos[a — (—b)] = cosa cos(—b) + sinasin(—b)
comme la fonction cosinus est paire et la fonction sinus impaire, on a :
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb

Pour retrouver les formules avec le sinus, on utilise la formule qui permet de passer du cosinus au
sinus, c’est-a-dire :

cos (g —0> =sinf
On a alors :
sin(a + b) = cos [g —(a+ b)} = cos [(g - a) - b] = cos (g - a) cosb + sin (g - a) sinb

Comme cos (% — a) =sina et sin (g - a) =cosa

=sinacosb + cosasinb

On retrouve la derniere formule en remplacant b par —b et compte tenu des parités des fonctions cos
et sin, on obtient alors :
sinfa 4 (—b)] = sina cos(—b) + cos asin(—b)

sin(a — b) = sinacosb — cosasinb

Exemple 7.1

E t OT _ T T aleuler la val te d OT ot sin OF
11 remar Il L = = —., C T valeur ex. e — € m —.
arqua que 12 6 4, alcule a ur exacte COS 12 S 12
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REMARQUE 7.1. Pour se souvenir des formules d’addition, on peut remarquer :

— Avec le cosinus on ne « panache pas» tandis qu’avec le sinus on « panache ».

— Avec le cosinus et a + b, on met un « moins » entre les deux termes. Avec le sinus pas de
probleme de signe.

2. Formules de duplication

Théoréme 7.1 — Formules de duplication

Pour tout angle a, on a les relations :

cos2a = cos?a —sin®a = 2cos?a—1=1—2sin%a

sin 2a = 2sin a cos a

DEMONSTRATION. La formule sur le sin 2a est ’application directe des formules d’addition. Les formules
sur le cos 2a font intervenir la relation entre cos® et sin?. En effet :

2 2

cos2a = cos(a + a) = cos” a —sin“ a

En appliquant la formule cos? a + sin? a = 1, on obtient les deux formules suivantes

= cos?a — (1 — cos’a) =2cos’a — 1

2 2

= (1 —sin®a) —sina =1 — 2sin’a

( Exemple 7.2

3 1

1) Calculer cos2x dans les deux cas suivants a) cosz = 5 b) sinx = -3
2 3
2) a est un réel de [0, g] tel que : cosa = ;r\[

a) Calculer cos 2a.

b) A quel intervalle appartient 2a. Déduire alors a.
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3. Formules de linéarisation

Théoréme 7.2 — Formules de linéarisation

Pour tout angle a on a les relations :

9 1 + cos2a . 9 1 — cos2a
Cos a:# sin a:#

DEMONSTRATION. Ces formules se déduisent directement des formules de duplication avec le cos 2a. En
effet :

1+ cos2a
cos2a =2cos’a—1= 2cos’a =1+ cos2a = cos’>a = ;

2
1— 2
cos2a =1—2sin’a = 2sin’a = 1 — cos 2a = sin’a = #
O

Exemple 7.3

T T
Calculer cos — et sin —.
8 8
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4. Formulaire de trigonométrie

4.1. Les angles associés

| Propriété 7.1 — Angles associés

Pour tout z réel, on a :

cos(—x) = cos(z) ; cos(m+ x) = —cos(z) ; cos(m —z) = —cos(z) ;
cos (5 4+ x) = —sin(z) ; cos (5 — z) = sin(x)
sin(—x) = —sin(x) ; sin(r + z) = —sin(z) ; sin(r — z) = sin(x) ;

sin (5 + ) = cos(z) ; sin (§ — z) = cos(x)
Pour tout z appartenant a R — {g + km, k€ Z}, on a:

tan(—z) = —tan(z) ; tan(m + ) = tan(x) ; tan(m — x) = — tan(x)

4.2. Les équations trigonométriques

| Propriété 7.2 — Equations trigonométriques

a est un réel quelconque :

— cos(z) = cos(a) <= il existe un entier k tel que : * = o + 2km ou & = —a + 2k7

— sin(z) = sin(a) <= il existe un entier k tel que : © = a+ 2kmr ou v = 7 — a + 2kmw

@ € Dyyy : tan(z) = tan(a) <= il existe un entier k tel que : z = o + k7

4.3. Formules d’addition

| Propriété 7.3 — Formules d’addition

Pour tous réels a et b :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) ; sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) ; sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
Remarquons que, pour b = —a la 1*® formule donne : cos?(a) + sin?(a) = 1.

Pour tous réels a et b « autorisés » :

tan(a) + tan(b) tan(a) — tan(b)

tan(a +b) = 1 — tan(a) tan(b) ; tan(a —b) = 1 + tan(a) tan(b)
Pour tout réel a :
cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin’(a) ; sin(2a) = 2sin(a) cos(a)
cos(3a) = 4cos®(a) — 3cos(a) ; sin(3a) = 3sin(a) — 4sin®(a)
Pour tout réel a « autorisé » :
= L - 2 -
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4.4. Formules de transformation

Propriété 7.4 — Formules de transformation

cos(a) cos(b) = 1 (cos(a + b) + cos(a — b)) ; sin(a) sin(b) =
sin(a) cos(b) = 3 (sin(a + b) + sin(a — b))

sin(p) + sin(q) =

Pour tous réels p et ¢ autorisés :

tan(p) + tan(q) = m : tan(p) — tan(q) =

Pour tous réels a et b non tous deux nuls, et pour tout réel «x :

b
et sin(p) =

a
ol ¢ est un réel tel que : cos(p) = —— —_—.
Va? 4 b? Va? + b?

Pour tous réels a et b :
—1(cos(a + b) — cos(a — b))

Pour tous réels p et ¢ :
cos(p) + cos(q) = 2cos (Z52) cos (E52) ; cos(p) — cos(q) = —2sin (242 sin (259)
2sin (254) cos (252) ; sin(p) — sin(g) = 2 cos (24¢) sin (252)

acos(z) + bsin(z) = Va2 + b? cos(z — @),

cos(p) cos(q)
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1. Rotation

1.1. Rotation

Définition 8.1 — Rotation

Soit O un point du plan. La rotation r de centre O et d’angle « transforme un point M en un
point image M’ tel que :

OM' =0OM
—y ——
(OM,OM") = « [27]

On note parfois r(p,q) la rotation de centre O et d’angle a ou ro et on précise I'angle de rotation.
D’apres la figure ci-dessous r(g,q) (M) = M'.

REMARQUES 8.1.

1) L’image du centre O est O (on dit que le point O est invariant),
2) Les rotations d’angle o = g sont appelées quarts de tour direct,
3)
4)

T
Les rotations d’angle o« = —3 sont appelées quarts de tour indirect,

La rotation de centre O et d’angle a = 7 est la symétrie centrale par rapport a O.

-

Exemple 8.1

ABCD est un carré de sens direct de centre O. Soit 74 la rotation

de centre A et d’angle g et ro une rotation de centre O et d’angle D R — ¢
Q.

1) Déterminer r4(A); ra(B); ra(D), /,’A\O\\

2) Comment choisir a pour avoir 7o(A) = B? Comment choisir A - - B

a pour avoir ro(A) = C'?
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1.2. Formule analytique d’une rotation

Soit € un point du plan P et 6 € R, alors la rotation d’angle 6 et de centre €2 :

R:P — P QM = QM'
tels que : — —
M — M (QM,QM'") = 0 [27].

R(M)=M +— { QM =
= s

1.3. Rotation réciproque

Définition 8.2 — Rotation réciproque

Soit r une rotation de centre O et d’angle «. La rotation de centre O et d’angle —a est appelée

rotation réciproque de r. On la note r— .

D’apres la figure ci-dessus on a : ;' (M') = M.

2. Caractérisations et propriétés de la rotation

2.1. Les caractéristiques d’une rotation

Une rotation peut donc étre caractérisée par I'image de deux points :

Propriété 8.1 — Caractérisation

—
Soient A et B deux points distincts et A’, B’ deux points tels que AB = A’B’ avec zﬁ + A'B,
il existe une unique rotation r qui transforme A en A’ et B en B'.

—
Cette rotation a pour angle § = (A‘B) ; A’B'), et pour centre 'intersection des médiatrices de [AA’] et
[BB'] (si elles se coupent) ou bien le point d’intersection de (AB) et de la médiatrice de [AA’] (si les
médiatrices ne sont pas sécantes).

Il n’est pas nécessaire de connaitre le centre de la rotation pour construire I'image M’ du point M
(distinct de A) car celui-ci vérifie les deux conditions suivantes :

—_—
AM = A'M' et (AM:A'M') =86

| Propriété 8.2

Soient M et N deux points du plan distincts. On note M’ et N’ leurs images respectives par la
rotation de centre C' et d’angle 6. Alors on a :

—
MN =M'N' (MN;MN') =0 [2n]
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DEMONSTRATION. Les triangles CMN et CM’'N' sont isométriques de méme orientation car CM =
CM', CN =CN’' et

— — — —
(CM :CN) = (CM;CM") + (CM';CN") + (CN':CN) = § + (CM" ;CN") — 9 = (CM" ; CN)

— ——
Donc, en particulier : MN = M'N’ et (MIQ2 ,M(E) =(M'N"; M'C)
Une relation de Chasles sur les angles permet alors d’écrire :

(VN ; MN) = (VN MC) + (MC; MICY + (MO MNY)

e
les deux angles extrémes s’annulent et celui du milieu vaut 6 donc (M 13 s M'N") =6 ]

2.2. Propriétés de la rotation

| Propriété 8.3 — Conservation

La rotation conserve :

— les longueurs ;

— les angles (I'image d’un angle est un angle de méme amplitude) ;

les paralléles (les images de deux droites paralléles sont deux droites paralléles) ;

— les aires (I'image d’une figure est une figure de méme aire).

| Propriété 8.4 — Alignement

Une rotation transforme trois points alignés dans un ordre en trois points alignés dans le méme
ordre.

DEMONSTRATION. Soient A, B et C trois points du plan alignés dans cet ordre et A’, B, C' leurs
images par la rotation de centre O et d’angle 0 alors : AB = A'B’ et BC' = B'C’" et AC = A'C’

AB + BC = AC c’est-a-dire : A’B' + B'C' = A'C’

les trois points A’, B’ et C’ sont alignés dans cet ordre. O

Propriété 8.5 — Angles orientés

Soient A, B et C trois points du plan distincts. On note A’, B’ et C’ leurs images respectives par
la rotation de centre O et d’angle a.

Alors : (AB; AC) = (A'B'; AC)

DEMONSTRATION. On a :
(AB; AC) = (AB; A'B') + (A'B'; A'C") + (A'C" ; AC)

(A.B),ﬁ =aet (1?)_2)
On obtient : x@ 1@ (A'B"; A'C") O

<

2.3. Image d’une droite, d’un segment et d’un cercle par une rotation
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| Propriété 8.6

Soit r une rotation. Soit A et B deux points tels que A # B.

Alors on a : C(O',R,
(i) I'image de la droite (AB) par la rotation r est la droite
(A'B') telle que r(A) = A’ et (B) = B'.

(ii) L’image du segment [AB] est le segment [A’B’] tel que /I 0 &(O, R)
r(A)=A"et r(B) = B'. /{\ )
Lo
(iii) I'image du cercle C(O, R) par la rotation r est le cercle Q

C(O', R) tel que r(O) = O’ (voir figure ci-contre).
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1. Limite a Dinfini

1.1. Limite infinie en 400, en —c0

Définition 9.1 — Limite infinie en 400

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a; +00].

On dit que f a comme limite +o0o lorsque x tend vers 400 si, pour tout nombre A, 'intervalle
JA; 400[ contient toutes les valeurs de f(z) pour x suffisamment grand (voir figure 1).

On note alors :

li = lim f =
7C_l}]gg()@f’(&:) +oo  ou ig.}f “+00

JA; oo

xT

Figure 1 — Limite 400 lorsque z tend vers +oo

REMARQUE 9.1. On peut définir de maniére analogue lim f(z) = —oo; lim f(x) = 400 et
r—>+00 T—>—00
lim f(z) = —o0
Tr—r—00
_| Propriété 9.1 — Cas des fonctions usuelles

— Les fonctions z +— 22, 2 +— \/z, x = 2™ (n entier strictement positif) ont comme limite +oco
en +o0.

— Les fonctions z + 22,  + 2" (n entier pair, non nul) ont comme limite +o00 en —oo.

— Les fonctions x — 2™ (n entier impair) ont comme limite —oco en —oo.

1.2. Limite finie en +0c0, en —o0c — Asymptote horizontale

Définition 9.2 — Limite finie en +co

Soit f une fonction définie sur U'intervalle [a ; +00[ et I un nombre réel.

On dit que f a comme limite [ lorsque x tend vers +oo si tout intervalle ouvert contenant [
contient toutes les valeurs de f(x) pour x suffisamment grand (voir figure 2).

On note alors :

li =1 lim f =1
e SV =1 o S

REMARQUE 9.2. On peut définir de maniére analogue lim f(x)=1.
T——00
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Définition 9.3 — Asymptote horizontale

Lorsque lim f(x) =1 (respectivement lim f(x)=1), on dit que la droite d’équation y = [ est
T—>+00 r——00

asymptote (horizontale) & la courbe représentant f.

Figure 2 — Limite finie lorsque x tend vers 400

REMARQUE 9.3. Graphiquement, ceci signifie que la courbe représentant f se rapproche de plus
en plus de cette droite lorsque = devient grand (voir figure 2).

| Propriété 9.2 — Cas des fonctions usuelles

1 1 1
— Les fonctions o — —=, z + —, z + — (n entier strictement positif) ont comme limite 0"

Vv x "

1

— Les fonctions x = — (n entier pair, non nul) ont comme limite 0" en —oo.

T
1

n

en —+o0o.

— Les fonctions = +— (n entier impair, non nul) ont comme limite 0~ en —oo.

8

REMARQUES 9.4.

1. « 0" » signifie que la fonction tend vers zéro tout en restant plus grande que zéro.

2. Toutes les courbes représentatives de ces fonctions admettent ’axe des abscisses comme
asymptote.

2. Limite infinie en un réel a

Définition 9.4 — Limite infinie en un réel a

Soit @ un réel et f une fonction définie au voisinage de a (mais pas nécessairement en a).

On dit que f a comme limite +o0o lorsque = tend vers a si, pour tout nombre A, l'intervalle
JA; 400 contient toutes les valeurs de f(z) pour z suffisamment proche de a (voir figure 3).

On note alors :

lim f(z) =400 ou limf =400
T—ra a
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T
Figure 3 — Limite infinie lorsque x tend vers le réel a
REMARQUE 9.5. On peut définir de mani¢re analogue lim f(z) = —oo; lim f(z) = oo et
Tr—a

x<a
lim f(z) = +o0.

Tr>a
Définition 9.5 — Asymptote verticale
Lorsque li_r)n f(x) = 400 (respectivement ligl f(x) = —00), on dit que la droite d’équation = = a
xr a X a

est asymptote (verticale) & la courbe représentant f (voir figure 3).

_| Propriété 9.3 — Cas des fonctions usuelles
P —> 1 li L +
— Pour z — — : lim — = 400
\ﬂi :vﬁoxﬂf
1 1 .1
— Pourz+— —: lim — = —oco et lim — = 4+oc0
r x—0x z—0 T
<0 x>0
1 o1
- Pour:c»—>—2 : hm—2:—|—oo
€T z—0 X

Plus généralement :

. . . "
— si n entier pair non nul, lim — = 400}

z—0 ™
. - | .
— si n entier impair, lim — = —o0 et lim — = +o00
z—0 ™ z—0 ™"
<0 >0

REMARQUE 9.6. Toutes les courbes représentatives de ces fonctions admettent 1’axe des ordon-
nées comme asymptote.

3. Opérations sur les limites

Dans toute cette section, [ et I’ désignent deux nombres réels; a désigne soit un réel, soit +oo, soit
—00.

3.1. Somme de deux fonctions

Les résultats sont résumés dans le tableau 1.
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Propriété 9.4 — Limite d’une somme

liLn f(z) l l I | 400 | —00 | 400
lim g(x) I'" | 400 | =00 | +00 | —00 | —00
T—a

liin [f(@)+g@)] | I+ ]| +o0 | —00 | +00 | —c0 | F.L

Table 1 — Limite d’une somme

REMARQUE 9.7. «F.I.» signifie « Forme Indéterminée ». Ceci veut dire que 'on ne peut pas
conclure directement a l'aide du tableau. Il faut étudier plus en détail la fonction pour « lever

I'indétermination » et trouver la limite.

3.2. Produit de deux fonctions

3.2.1. Limite d’un produit

Les résultats sont résumés dans le tableau 2.

| Propriété 9.5 — Limite d’un produit

hinf(x) I [I1>0]I>0|l<0|l<0|+4+0c0|+0c0|—0c0]| 0 0
T a
lim g(x) I | 400 | =00 | 400 | —00 | 400 | —00 | —00 | 400 | —00
T—a
lim [f(z) X g(z)] [IxU'| 400 | —00 | —00 | 400 | +00| —00 | 400 | F.I. | F.L.
T—ra

Il s’agit de la regle des signes

Table 2 — Limite d’un produit

3.2.2. Application : limite en linfini d’une fonction polynéme

-

Exemple 9.1

flx)==3z* +23 22 +1
On a une forme indéterminée en —oo et en +oo.
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION

REMARQUES 9.8.

1. On a un résultat analogue lorsque z tend vers —oo.
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2. On peut remarquer que la limite est la méme que celle de —3z*. Ce résultat se généralise.

| Propriété 9.6 — Limite d’une fonction polynéme

En +00 ou en —oo, une fonction polyndéme a la méme limite que son mondéme de plus haut degré.

REMARQUE 9.9. Ce résultat n’est valable que pour les fonctions polynémes et uniquement pour
I’étude des limites en I'infini.

3.3. Inverse d’une fonction

Les résultats sont résumés dans le tableau 3.

_| Propriété 9.7 — Limite de l’inverse
. 0 0
gljl_r}rzf(:c) L] 4o | - et f(z) >0 |et f(x) <0
] I I
ilj)l}L ﬁ 7 0 0 —+o0 — 0

Table 3 — Limite de I'inverse

REMARQUE 9.10. Lorsque f(z) tend vers zéro, il est nécessaire de connaitre le signe de f pour
conclure. Par contre, dans la plupart des cas, ce n’est pas du tout une forme indéterminée.

Exemple 9.2

1
1. lim =7
z—+oo 22 — 1
1
2. lim — =7
z—1 x4 —1
777777777777777777777777777777777777777777 CORRECTION -=-=-====-=-===-------------------------o oo
N
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REMARQUES 9.11.

1. Attention! La notation lim n’a aucun sens. Il suffit de connaitre le signe de (mz — 1)

x—1 :IJ2 —
rz<—1

au voisinage de 1 pour conclure.

2. Par un raisonnement analogue, on trouve :

lim =400 et lim = -0
r——1 172 -1 r——1 332 -1
r<—1 r>—1

3.4. Quotient de deux fonctions

3.4.1. Limite d’un quotient

. On peut donc trouver la limite d’'un quotient a l'aide

On peut remarquer que ;Ez; = f(x) x @

des tableaux 2 et 3.
Les résultats sont résumés dans le tableau 4.

_| Propriété 9.8 — Limite d’un quotient

. +00 +00 +o0o
il_rgf(m) ! ! L#0 ou —00 | ou —oo | ou —0o0 0
. , +00 , +00
iﬂ%g(x) r#0 ou —oo 0 0 r#0 ou —o0 0
im 22 | L 0 oo | oo e g L
z—a g(x) I ou —00 | ou —0o0 | ou —oo
Il faut étudier | regle des
le signe de g signes
Table 4 — Limite d’un quotient
Exemple 9.3
T — 2
1. lim =7
2
4 —3
2. lim =7
z—0 x
2
‘-3
3. lim =7
T—+00 €T
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3.4.2. Application : limite en linfini d’une fonction rationnelle

Exemple 9.4

322 —5x+1
h _ 2 e
(@) T+ 2

On a une forme indéterminée lorsque = tend vers +4oc0.

****************************************** CORRECTION ~= === == === - - oo — o

REMARQUE 9.12. On peut remarquer que la limite est la méme que celle du quotient des monoémes
de plus haut degré. Ce résultat se généralise.

| Propriété 9.9 — Limite d’une fonction rationnelle

En +00 ou en —oo, une fonction rationnelle a la méme limite que le quotient des mondmes de
plus haut degré de son numérateur et de son dénominateur.
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1. Introduction

Passage illisible dans la source (page 139 du livre) : le début de cette partie (calcul de Newton de la
vitesse instantanée en t = 1s) n'est pas restitué par le fichier fourni. Il n'a pas été reconstitué; le
texte reprend ci-dessous la ou il redevient lisible.

Pour Newton la vitesse en t = 1s est de 10m.s~!. Mais la vitesse est-clle exactement égale & 10m.s ™

ou d’environ 10m.s~1?

e Si la vitesse est exactement de 10m.s~! alors dt = 0

e mais si dt = 0, la notion de vitesse instantanée n’a aucun sens : le dénominateur est nul.

1

e Si la vitesse instantanée est d’environ 10 m.s~* comment calculer la vitesse exacte ?

Ce probleme a opposé les mathématiciens. Les uns donnaient raison a Newton, les autres critiquaient
sa méthode peu rigoureuse.

Ce blocage ne fut résolu qu’au XIx€ siécle avec la notion de limite. Si cette notion de limite est cette
fois rigoureuse, elle a malheureusement complexifié le probléme de départ. Avec ce nouveau concept
de limite, la vitesse instantanée en £ = 1 vaut :

. dz
v(1) = lim o

REMARQUE 10.1. La notion rigoureuse de limite sera vue en terminale. Pour ce chapitre nous
nous contenterons d’utiliser la méthode intuitive de Newton.

La vitesse en 1 est la limite quand dt tend vers 0 de la variation d’altitude, dz, sur la variation de
temps dt.

2. Le nombre dérivé

2.1. Définition

Le coefficient directeur « de la droite (AB) est :

_ flath)~ f(a)
h

fla+h)

Si le point B se rapproche du point A (h tend
vers 0), la droite (AB) se rapproche de la tan-
gente (T') a la courbe en x = a.

o a a+h
Le coefficient directeur de cette tangente (1") est appelé nombre dérivé. Ce nombre dérivé est noté
f'(a). .
Fa) — 1 £ = ()

h—0 h

Définition 10.1 — Nombre dérivé

Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I et a un point de I.
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e On appelle tauz d’accroissement (ou taux de variation) de la fonction f entre a et a + h, le

| fa+h) - f(@)
h
e La fonction f admet un nombre dérivé, noté f'(a), en a, si et seulement si, le taux d’accrois-

sement de la fonction f en a admet une limite, c’est-a-dire :

fla+h) - f(a)
h

nombre ¢ défini par :

ou encore  f'(a) = lim

f'(a) = lim

REMARQUE 10.2.

e On utilisera par la suite la premiere notation.
df

e Les physiciens utilisent la notation appelée différentielle : f'(a) = d—(a)
x

2.2. Dérivabilité a gauche et a droite

Définition 10.2 — Dérivabilité a droite, a gauche

Soit xg € I.
On dit que f est dérivable a droite (resp. d gauche) en xg si le taux d’accroissement de f admet

une limite finie & droite (resp. & gauche) en xy. Cette limite est appelée nombre dérivé a droite
(resp. & gauche) et on note

f(@) - f(xo)> |

Tr—T0 — —
Tr>x0 x wo r<x0 x -7;0

fa(wo) = lim fz) - /(o) (reSP- fo(wo) = Jim

| Proposition 10.1

Soit x¢ un point intérieur a I. Alors

[ est dérivable en x ssi (f est dérivable a droite et & gauche en xg et fj(x0) = f;(20)).

Dans ce cas f'(zo) = f(z0) = f;(%)-

REMARQUE 10.3 — Interprétation graphique. Si f n’est pas dérivable en zy mais l'est a
droite (ou a gauche) en zp, on dit que f admet une demi-tangente en xy (méme équation en

remplacant f'(xo) par fy(zo) (ou fy(zo))).

Exemple 10.1 — Exemple important

f 2 |z| admet une dérivée a gauche et a droite en 0 : f(0) = —1 et f3(0) = 1.

1 # —1, (0 est un point anguleux) donc f n’est pas dérivable en 0.
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION -=========---=---—-—-——- oo oo oo oo oo
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2.3. Exemples

Deux exemples graphiques pour montrer la signification du nombre dérivé.

-

Exemple 10.2

La courbe représentative f est donnée ci-aprés. En chacun des points indiqués, la courbe admet
une tangente qui est tracée. La fonction admet donc des nombres dérivés en ces points. Lire, en
se servant du quadrillage les nombres suivants :

o f(=4) et fi(=4) o f(2)et [1(2) o f(6) et f(6)

Figure du livre (courbe de f sur un quadrillage de —6 a 7 avec tangentes, page 142)
[& insérer : figure non lisible dans la source fournie]

Exemple 10.3

La courbe représentative g est donnée ci-dessous. En chacun des points indiqués, la courbe admet
une tangente qui est tracée. La fonction admet donc des nombres dérivés en ces points. Lire, en
se servant du quadrillage les nombres suivants :

e g(—2)etg'(=2) o g(0)et g'(0) o g(1)etg'(1)

Figure du livre (courbe de g sur un quadrillage de —3 a 2 avec tangentes, page 142)
[& insérer : figure non lisible dans la source fournie]
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3. Fonction dérivée. Dérivée des fonctions élémentaires

3.1. Fonction dérivée

Définition 10.3 — Fonction dérivée

Soit une fonction f définie sur un intervalle I.

Si la fonction f admet un nombre dérivé en tout point de I, on dit que la fonction f est dérivable
sur I. La fonction, notée f’, définie sur I qui & tout z associe son nombre dérivé est appelée
fonction dérivée de f.

REMARQUE 10.4. Le but du paragraphe suivant est de déterminer les fonctions dérivées des
fonctions élémentaires puis d’établir des regles opératoires afin de pouvoir déterminer la dérivée
d’une fonction quelconque.

3.2. Fonction dérivée des fonctions élémentaires

3.2.1. Fonction affine

Soit f la fonction affine suivante : f(z) = ax + b
La fonction affine est définie et dérivable sur R. Déterminons le taux d’accroissement en x :

flx+h)— f(x) _a(x—i—h)%—b—ax—b:@

h - h no
B) —
On passe a la limite : f'(z) = %in}) fla+ ]1 f(@) = }llinéa =a
— —

3.2.2. Fonction carrée

Soit f la fonction carrée : f(x) = x?

La fonction carrée est définie et dérivable sur R. Déterminons le taux d’accroissement en z :

flx+h)—f(x) (z+h)?—2> 22+22h+h?>—2%2 h(2x+h)
h - h - h R

fl@+h) - f(x)
h

On passe a la limite : f/(x) = lim

= lim 2x + h = 2z
h—0 h—0
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3.2.3. Fonction puissance (admis)

_| Propriété 10.2 — Fonction puissance

f(z) = 2™ n € N* est dérivable sur R et (z") = nz" !

Exemple 10.4

Soit f(x) = 2° on a alors f'(z) = ...

3.2.4. Fonction inverse

1
Soit f la fonction inverse : f(z) = —
x

La fonction inverse est définie et dérivable sur | — oo ;0[ ou sur |0; 4o0].
Déterminons le taux d’accroissement en x # 0 :

T—x—h
f(l'—i—h)—f(l') _ ri _% _ z(z+h) _ —h _ -1
h h h hxz(x+h) z(xz+h)
e . fle4+h) = flx) . -1 1
C ) — _ i S
On passe a la limite : f'(z) = }Lli)r(l) h = }]g% Ry >

3.2.5. Fonction puissance inverse (admis)

_| Propriété 10.3 — Fonction puissance inverse

1 1Y
f(x) = —, n € N* est dérivable sur R* ou sur R} et : <> -
x x

Exemple 10.5

74

3.2.6. Fonction racine

Soit f la fonction racine carrée : f(z) = /x
La fonction racine est définie sur Ry et dérivable sur RY.

REMARQUE 10.5 — Attention. La fonction racine est définie mais pas dérivable en 0. Sa courbe
représentative admet une tangente verticale en 0 et donc I’équation de cette tangente n’admet
pas de coeflicient directeur.
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Déterminons le taux d’accroissement en x # 0 :

fla+h)—fx) _ Vet+h—va _(Vat+h—Vo)(Vz+h+7)
h h W+ h+ )
1

B x4+ h—=z B
Ch(Vr+h+vz) Vet h+z

On passe a la limite :

>0 h 0T+ h4VT 2V

3.3. Regles de dérivation

Dans tout ce paragraphe, on considere deux fonctions u et v et un réel .

3.3.1. Dérivée de la somme

On peut montrer facilement que la dérivée de la somme est la somme des dérivées car (u + v)(z) =
u(z) + v(z)

| Propriété 10.4 — Dérivée de la somme

(u+v) =u +

Exemple 10.6

1
Soit la fonction f telle que : f(z) = 22 + -

en appliquant la régle de la somme : f/'(z) = ...

3.3.2. Produit par un scalaire

On peut montrer facilement que la dérivée du produit par un scalaire est le produit du scalaire par la
dérivée car (Au)(z) = Au(x)

| Propriété 10.5 — Dérivée du produit par un scalaire

(M) = M/

Exemple 10.7

Soient : f(z) = 3z et g(x) = 5a3 + 1222 — Tz + 3
en appliquant la regle ci-dessus : f/(z) = ...
en appliquant les deux regles : ¢'(x) = ...
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3.3.3. Dérivée du produit

REMARQUE 10.6 — Attention. La démonstration n’est pas au programme. Elle est donnée ici
a titre indicatif.

Calculons le taux d’accroissement de (uv)(x) = u(x)v(z) :

(w)(x + h) — (wv)(z)  u(z+ h)v(z+ h) —u(z)v(x)

h h

On retranche puis on ajoute un méme terme

(uwv)(x + h) — (uwv)(x) _ u(z + h)v(z + h) —u(z)v(z + h) +u(z)v(z + h) — u(z)v(x)
h h
v(z + h)(u(z + h) — u(z)) + w(@)(v(z + h) — v(z))
h
u(x + h) —u(zx)
h

o+ h) v(z+ h) —v(zx)

u(x)
On passe ensuite a la limite :

() (z) = lim @+ — (w)(@)

h) —
x+h) u(x)+
h—0 h

:}Lig% (v(:n—{—h)u( u(x)v(x—i-h})b—v(x))
v(z+h) —v(x)

e . u(z+h)—u(x) . . _ / /
= }llli% v(xz + h) %1_% Y + ilzli% u(z) llzli% Y =v(x)u' (z) + u(x)v' (x)

| Propriété 10.6 — Dérivée du produit

(uwv) = v'v 4w’

REMARQUE 10.7 — Attention. La dérivée du produit n’est malheureusement pas le produit
des dérivées!

Exemple 10.8

Soit la fonction f définie sur R telle que : f(x) = (3x 4+ 1)/x
f dérivable sur RY et : f'(z) = ...

3.3.4. Dérivée de l'inverse

REMARQUE 10.8 — Attention. La démonstration n’est pas au programme. Elle est donnée ici
a titre indicatif.

Calculons le taux d’accroissement de <1> (x) = !
v v(z)
11 v(z)—v(z+h)
v(z+h) v(x) _ v(z)v(z+h) _ _U(CC + h) — U(l‘) y 1

h h h v(z + h)v(x)
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On passe ensuite a la limite :

(i) = Hm (_U(x . hii ) o —|—1h)v(a:)>

g Y@ @) L viz)
h—0 h h—0 v(x + h)v(x) v2(z)

_| Propriété 10.7 — Dérivée de ’inverse

1\’ v
B2

Exemple 10.9
Soit la fonction f définie et dérivabl R f(z) L
oit la fonction f définie et dérivable sur ar : f(x) =
P 2+x+1
En appliquant la reégle de linverse : f'(z) = ...
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION -===-=====--- - ——-———— oo oo oo oo oo
3.3.5. Dérivée du quotient
u\/ IR
On cherche la dérivée du produit par I'inverse : (—) = (u X )
v v
u\/ 1 v v —w
D’apres la regle du produit, on obtient : (—) =u'-+4u =5 —
v v v v
| Propriété 10.8 — Dérivée du quotient
(U)’ vy —w
v/ w2
Exemple 10.10
. . o - 2z 45
Soit la fonction f définie et dérivable sur R, par : f(z) = ot
x
En appliquant la dérivée du quotient : f'(x) = ...
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION --=--====---=---—-—-———— oo oo oo oo oo — oo
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3.3.6. Dérivée de la puissance et de la racine

_| Propriété 10.9 — Dérivée de la puissance et de la racine

On donne sans démonstration la dérivée de la puissance et de la racine.

(") =nu u"! et (\/ﬂ)' =

[ Exemple 10.11

Soient f(z) = (32 — 5)° et g(x) = Va2 + 1

En appliquant les régles sur la dérivée de la puissance et de la racine, on a : f'(z) = ... et
/

g (z)=...

3.4. Tableau récapitulatif

Voici le tableau des fonctions élémentaires que 1’on vient de montrer ainsi que les fonctions trigono-
métriques sinus et cosinus.

| Propriété 10.10 — Dérivées des fonctions élémentaires

Fonction Dy Dérivée Dy

flz) = R f(x) = R

@) =a R | f@)=1 R

f(z) =2", neN* R f(z) = na™ 1 R
1 1

f(x):; R* f’(x):—? ] —00;0[ ou ]0;+oof
1 . . n

flz)=—,neN R f’(x):—ﬁ ] — o003 0[ ou J0;+o00]

1

fla) =z (03400 | fi(z) = oG ]0; +o00]

f(z) =sinx R f(x) = cosx R

f(z) = cosx R f'(x) = —sinx R

Voici maintenant les principales regles de dérivation.
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| Propriété 10.11 — Regles de dérivation

Dérivée de la somme (u+v) =u +
Dérivée du produit par un scalaire (M) = M/
Dérivée du produit (uv) = u'v 4+ uv'
1\’ v’
Dérivée de l'inverse ( =—-=
v v
L . w\/ v —u
Dérivée du quotient (—) = 5
v ]
Dérivée de la puissance (u™) = nu'unt
7
u
Dérivée de la racine w) = ——
Vi = 5
REMARQUE 10.9. Les fonctions polyndémes et les fonctions rationnelles sont dérivables sur leur
ensemble de définition.

4. Interprétations géométrique et numérique

4.1. Equation de la tangente

Soit la courbe C; représentative d’une fonction f et (T5) sa tangente en z = a.
On a alors le schéma suivant :
y Le coefficient directeur de la tangente est égal
au nombre dérivé en a. Si on considere un point
M (z;y) quelconque de cette tangente, on ob-
tient alors :

f’(a) — Yy — f(a)

r—a

y— f(a) = f'(a)(z — a)
o a @ v y = f'(a)(x —a) + f(a)

Théoréme 10.1 — Equation de la tangente

L’équation de la tangente (7},) en a a la courbe Cy représentative d’une fonction f dérivable en a
est égale a :

y = f'(a)(x—a)+ f(a)

( Exemple 10.12

Soit la fonction f définie et dérivable sur R par : f(z) = 2% — 32% + 3z + 4
Déterminer I’équation de la tangente au point d’abscisse 2.
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! Cy Lorsque x est proche de a, on peut confondre
en premiere approximation le point M sur la
(Tw) courbe Cy d’une fonction f avec le point M’
" d’abscisse x de la tangente (T},) a la courbe en
fla+ hg a.
A M On pose x = a + h avec h proche de 0.

fa) Si on confond le point M avec le point M’, on

a:y~ fla+h)

o a a+h

_| Propriété 10.12 — Approximation affine

On obtient alors : f(a+ h) ~ f(a) + h f'(a)

( Exemple 10.13

Déterminer une approximation affine de +/4,03.

777777777777777777777777777777777777777777 CORRECTION -=--====-=-=-=-=---=--------------------—-o oo

4.3. Cinématique

La cinématique est ’étude du mouvement : position, vitesse, accélération d’un solide en physique.
C’est justement 1’étude de la vitesse instantanée qui a permis a Newton de concevoir le concept de
dérivée. La vitesse est alors la dérivée de 1’équation horaire et I'accélération la dérivée de la vitesse
par rapport au temps.

Exemple 10.14

Deux mobiles M7 et My sont sur ’axe des abscisses animés d’un mouvement dont les lois horaires
en fonction du temps ¢ sont respectivement
zi(t) =22 4+t4+4 et ao(t) = —t>+5t+8
a) Calculer I'instant auquel les deux mobiles se rencontrent.
b) Calculer les vitesses respectives de ces deux mobiles & cet instant.

c¢) En déduire si lors de la rencontre, les deux mobiles se croisent ou si I'un dépasse l'autre.
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REMARQUE 10.10. On peut simuler (position et vitesse) des deux mobiles en fonction du temps.
Par exemple aux deux moments & t = 0s et £t = 1s.

71(0) T2(0)
M—> Mo >
t=20 + . + * +
0 2 4 6 8 10 12 14
T1(1) Ta(1)
Mt > >
t=1 + + + + L 2 + + L 2 +
2 4 6 8 10 12 14
0 M2

5. Sens de variation d’une fonction

5.1. Sens de variation

On admettra le théoreme suivant qui précise le lien entre variation et dérivée.

Théoréme 10.2 — Dérivée et sens de variation

Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.

e Si la fonction dérivée f’ est nulle, alors la fonction est constante.

e Si la fonction dérivée est strictement positive (sauf en quelques points isolés de I ou elle
s’annule), alors la fonction f est strictement croissante sur I.

e Si la fonction dérivée est strictement négative (sauf en quelques points isolés de I ou elle
s’annule), alors la fonction f est strictement décroissante sur I.
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Exemple 10.15

Déterminer les variations de la fonction f dérivable sur R :

f(x) = —2® + 322 +2

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION -~ === == === - - - oo

5.2. Extremum d’une fonction

Théoréme 10.3 — Extremum local

Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.

e Sic € I est un extremum local de f sur I alors f'(¢) =0

e Sicel, f'(¢) =0 et si f change de signe en c alors ¢ est un extremum local de f sur I.

( Exemple 10.16

Sur la fonction f(z) = —x3 + 322 + 2, étudiée plus haut, la dérivée f'(x) = 3x(—x + 2) s’annule
et change de signe en 0 et 2. On en déduit que ...
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION ~=========-===-----------------------ooo oo

REMARQUE 10.11. Les extremums locaux d’une fonction sont & chercher parmi les zéros de la
dérivée, mais si f’(a) = 0, a n’est pas nécessairement un extremum local.

En effet, soit f(z) = 23, sa dérivée f/(x) = 322 s’annule en 0 mais ne change pas de signe. 0 n’est
pas un extremum local.
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1. Asymptote oblique

Passage illisible dans la source (page 158 du livre) : le début de cette partie (définition de l'asymptote
oblique d’équation y = ax + b et figure associée) n'est pas restitué par le fichier fourni. Il n’a pas été

reconstitué ; le texte lisible est reproduit ci-dessous.

Exemple 11.1

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par :

—222 + 5z +1
f@) = —5 7

et D la droite d’équation y = —x + 3.

REMARQUE 11.1. Pour étudier la position de la courbe représentant f par rapport a son asymp-
tote, il suffit d’étudier le signe de p(z) = f(z) — (ax + b).

p
Exercice 11.1
Reprendre 'exemple précédent et étudier les positions relatives de la courbe représentant f et de
son asymptote.
****************************************** CORRECTION --==-====--------o— oo oo
- J
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( A

Exemple 11.2

f: R — R
1
r — 2x+1+4+—
T

e C; admet-elle une droite comme asymptote en +oo ?

e Justifier.

Exemple 11.3

f:Df — R
r — Va2-14+2z

e Déterminer Dy ;
e Prouver que la droite d : y = 3z est asymptote a Cy en +00;

e C; admet-elle une asymptote oblique en —oo? (attendre ce qui suit pour répondre a cette
question)
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2. Branches paraboliques

2.1. Branche parabolique de direction (Ox)

Définition 11.1 — Branche parabolique de direction (Ox)

On dit que Cy présente une branche parabolique de direction
asymptotique (Ox) en +00 si :
e lim f(z)=+4o0;

T—r+00
e lim 1% _y. o
r—4oco I

2.2. Branche parabolique de direction (Oy)

Définition 11.2 — Branche parabolique de direction (Oy)

On dit que Cy présente une branche parabolique de direction
asymptotique (Oy) en 400 si :
e lim f(z)=to0;

T—+00

X
e lim M:ioo; o
r—+oo I

2.3. Branche parabolique de direction la droite d’équation y = ax

Définition 11.3 — Branche parabolique de direction y = ax

On dit que Cy présente une branche parabolique de direction
asymptotique la droite d’équation y = ax en 400 si :

e lim f(z)=to0;

T—+00
e lim @ =a;
r—+o00 I

o xgrfoof(:c) —ar = +00;

3. Convexité — Point d’inflexion

3.1. Notion de convexité, de concavité

Définition 11.4 — Convexité, concavité

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et C sa courbe représentative dans un repere.

— On dit que f est convexe sur I si, sur 'intervalle I, la courbe C est entierement au-dessus
de chacune de ses tangentes.

— On dit que f est concave sur [ si, sur 'intervalle I, la courbe C est entiérement au-dessous
de chacune de ses tangentes.
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Exemple 11.4

1. La fonction carrée x — 22 est convexe sur R (voir figure 1).

2. La fonction racine carrée x — +/x est concave sur [0;+oo| (voir figure 2).

3. La fonction inverse x — — est concave sur | — 0o ;0 et convexe sur |0 ;+oo[ (voir figure 3).
x

Fig. 1 — La fonction carrée Fig. 2 — La fonction racine carrée Fig. 3 — La fonction inverse

3.2. Point d’inflexion

Définition 11.5 — Point d’inflexion

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, C sa courbe représentative dans un repére et
acl.

On dit que le point A(a; f(a)) est un point d’inflexion de C si, en A, la courbe C traverse sa
tangente.

Exemple 11.5

La fonction cube z — 23 admet un point d’inflexion en ’origine
O du repere (voir figure 4). Elle est concave sur | — 00;0] et
convexe sur [0;400].

Figure 4 — La fonction cube

REMARQUE 11.2. En l’abscisse a du point d’inflexion, la courbe C passe de concave a convexe
ou de convexe a concave.
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3.3. Convexité et opérations

| Propriété 11.1

Soit f et g deux fonctions dérivables et convexes sur un intervalle I et A € R.

— La fonction f + g est convexe sur [.
— Si A > 0, la fonction Af est convexe sur I.

— Si A <0, la fonction Af est concave sur I.

| Propriété 11.2

Soit f et g deux fonctions dérivables et concaves sur un intervalle I et A € R.

— La fonction f 4 g est concave sur 1.
— Si A > 0, la fonction Af est concave sur I.

— Si A <0, la fonction Af est convexe sur [I.

4. Convexité et dérivées

4.1. Convexité et sens de variation de f’

Théoréme 11.1 — admis

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

— f est convexe sur I si et seulement si f’ est croissante sur I.

— f est concave sur I si et seulement si f’ est décroissante sur I.

4.2. Convexité et signe de f”

Définition 11.6 — Dérivée seconde

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.

Si la dérivée f’ de f est elle aussi dérivable sur I, on dit que f est deux fois dérivable sur I et on
note f” la dérivée de f’ sur I.

f" est appelée dérivée seconde de f.

Exemple 11.6

Théoréme 11.2

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.

— f est convexe sur I si et seulement si f” est positive sur I.
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— f est concave sur I si et seulement si f” est négative sur I.

4.3. Point d’inflexion et dérivée seconde

Théoréme 11.3 — admis

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I et a € I. On note C la courbe représen-
tative de f.

La courbe C admet un point d’inflexion au point A(a; f(a)) si et seulement si f” s’annule en
changeant de signe en a.

5. Axe et centre de symétrie d’une représentation graphique de fonction

Soit f une fonction définie sur I'ensemble D et qui est représentée graphiquement dans un repere

orthogonal (O, 7, 7) par une courbe (C).

5.1. Axe de symétrie

_| Propriété 11.3 — Axe de symétrie

La droite (D) d’équation x = a est axe de symétrie de (C)
si et seulement si, pour tout M € (C), son symétrique M’
par rapport a (D) appartient aussi a (C). On traduit cela
par 'une des deux propriétés équivalentes ci-dessous : ©)
e Pour tout z € Dy,ona:2a—x € Dyet f(2a—x) = v
f(z) ;
e Pour tout h € Rtelquea+h € Dy,ona:a—h € Dy o a—h 4% ath
et fla+h)= fla—h)

Dans le cas particulier ol @ = 0, on retrouve la propriété du graphique d’une fonction paire : axe de
symétrie : axe des ordonnées.

5.2. Centre de symétrie

| Propriété 11.4 — Centre de symétrie

Le point A de coordonnées (a;b) est centre de symétrie de
(C) si et seulement si, pour tout M € (C), son symétrique
M’ par rapport a A appartient aussi a (C). On traduit cela
par I'une des deux propriétés équivalentes ci-dessous :

e Pour tout x € Dy, ona:2a—x € Dyet f(2a—x)+
f() = 2b

e Pour tout h € Rtel quea+h € Dy,ona:a—h € Dy o a
et fla+h)+ f(a—h)=2b

Dans le cas particulier ou a = b = 0, on retrouve la propriété du graphique d’une fonction impaire :
centre de symétrie : origine O du repeére.
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6. Position relative de deux courbes

6.1. Principe

On considere deux fonctions f et g définies sur leurs ensembles de définition. Soient Cy et Cy4 leurs

courbes représentatives respectives. On suppose que ces courbes ont des points d’intersection.
Par exemple :

0] o T
Soit xg ’abscisse du point d’intersection.
Graphiquement, on voit que :

— pour x = zg, il y a intersection.
— pour x < xg, la courbe de f est en dessous de celle de g

— pour x > xo, la courbe de f est au-dessus de celle de g

On peut dire également que :

- powr x = o, f(z) = g(z)
— pour x < xg, f(z) < g(x)
— pour = > zo, f(z) > g(x)

En fait, on doit « prévoir » par le calcul ce positionnement relatif des deux courbes.
Ceci revient donc a comparer les expressions f(z) et g(z).
Or en mathématiques, on utilise le principe suivant :

« pour comparer deux nombres, on étudie le signe de leur différence »

| Méthode 11.1 — Position relative de deux courbes } ___________________________

la différence f(z) — g(z).

au-dessus de C,

au-dessous de Cg4

— Dans le cas ou f(z) — g(z) =0, il y a intersection

Par conséquent, pour étudier la position relative de deux courbes Cy et C,4, on étudie le signe de

— Dans le cas ou f(x) — g(x) > 0, on en déduit que f(z) > g(x) et par conséquent Cs est

— Dans le cas ou f(z) — g(xz) < 0, on en déduit que f(z) < g(x) et par conséquent Cs est

-
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6.2. Exemple

~

Exemple 11.7

On considere la fonction f définie par f(z) = ‘passage illisible dans la source : expression de f‘ sur R
7.7)
)

et Cy sa courbe représentative dans un repere (O, . Soit ¢ la fonction définie sur R par
g(x) = ‘passage illisible dans la source : expression de g‘ et Cg sa courbe représentative dans le repére
9] — —

(0,7.,7).
Etudier la position relative des courbes Cy et C,.

777777777777777777777777777777777777777777 CORRECTION -=-=-=====-=-==--=-----------------------o oo
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Passage illisible dans la source (page 191 du livre) : les paragraphes 1.1 et 1.2 de ce chapitre ne
sont pas restitués par le fichier fourni. Ils n’ont pas été reconstitués; le cours reprend ci-dessous au
paragraphe 1.3 du livre.

1. Colinéarité, applications

Définition 12.1 — Vecteurs colinéaires

Deux vecteurs U et ¥ sont colinéaires si et seulement si I'un est le produit de 'autre par un réel

k (Cest-d-dire W = k¥ ou ¥ = k).

| Propriété 12.1

Soit W et ¥/ deux vecteurs non nuls.
2 et ¥ sont colinéaires si et seulement si les vecteurs @ et ¥ ont méme direction.

| Propriété 12.2 — Applications

— Les droites (AB) et (C'D) sont paralléles si et seulement si les vecteurs AB et CD sont
colinéaires.

— Les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs /@ et 1@ sont colinéaires.

Exercice 12.1

Soit ABC'D un tétraedre et K, L et M les points de I'espace définis par :
1 1 1 1
AR = JAB+ JAC L= jAC+ AD M =il

1. Faire une figure.
2. Sur quelle face du tétraedre se situe le point K ? le point L ?
3. (a) Montrer que les droites (K L) et (BD) sont paralleles.

(b) Montrer que K, M et B sont alignés.
(¢) Montrer que L, M et D sont alignés.
(d) Que peut-on en déduire pour les points M, K, L, Bet D?
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2. Coplanarité

Définition 12.2 — Coplanarité

1. On dit que quatre points A, B, C et D de 'espace sont coplanaires s’ils sont dans un méme
plan.

2. Soit W, U et W trois vecteurs de I’espace.
1l existe quatre points A, B, C et D de ’espace tels que U = E, U = 1@ et W= jﬁ

On dit que les vecteurs U, U et W sont coplanaires si et seulement si les quatre points A,
B, C et D le sont.

REMARQUE 12.1. Si les vecteurs AB et CD sont colinéaires, les droites (AB) et (CD) sont
paralleles et, donc, les points A, B, C' et D sont coplanaires.

Théoréme 12.1 — admis

1. Soit 7, T et W trois vecteurs de I’espace, tels que U et ¥ ne soient pas colinéaires.
Alors, les vecteurs 7, U et W sont coplanaires si et seulement s’il existe deux réels a et b

tels que :
W=ad +b7

2. Soit A, B, C et D quatre points de I’espace, tels que A, B et C ne soient pas alignés.
Alors, les points A, B, C' et D sont coplanaires si et seulement s’il existe deux réels a et b

tels que :
zﬁ = aﬁ + b@
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1. Repérage dans ’espace

1.1. Définition — Coordonnées

Définition 13.1 — Repére de I’espace

%
On appelle repére de l’espace tout quadruplet (O ; 7 ; 7 i k ) ou O est un point de I'espace et ou

_z>, 7 et ? sont trois vecteurs non coplanaires.

Si les vecteurs 7, 7 et ? sont deux a deux orthogonaux, le repere est dit orthogonal.

Si, de plus, les vecteurs sont unitaires (| 7’| = || 7| = H?H = 1), on dit que le repére est
orthonormal.

Exemple 13.1

—
1. Dans le cube ABCDEFGH d’aréte 1 (voir figure 3), le quadruplet (D;DA;Z%;Z?I)

forme un repére orthonormé.

2. Dans un tétraedre ABCD (voir figure 4), le quadruplet (A ; E : z@ ; /ﬁ) est un repere

(quelconque).
H G D
E ; F
l
} C
D\
S --—>C
A
A B B
Fig. 3 — Un cube Fig. 4 — Un tétraedre
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION ~==========--=-= oo oo oo oo q

Théoréme 13.1 — admis

%
Soit (O 7 7; k:) un repere de ’espace.

1. Soit M un point de I'espace. o
Il existe un unique triplet (z;y;2) tel que OM = 7" + y7 + 2k (voir figure 5).
Ce triplet est appelé coordonnées de M. On note M(x;y;z).
2. Soit ¥ un vecteur de I’espace.
Il existe un unique triplet (a;b;c) tel que U=a7+b 7 +ck.
a
Ce triplet est appelé coordonnées de 7. Onmnote W | b

C
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Fig. 5 — Coordonnées dans un repere de l’espace

REMARQUE 13.1. z est appelé abscisse, y est appelé ordonnée et z est appelé cote.

1.2. Calcul sur les coordonnées

Les résultats sont identiques a ceux du plan.

| Propriété 13.1 — Calcul sur les coordonnées

On a, par exemple :
— Si A(za;ya;24) et si B(zp;yp;zp) alors :

TR —TA
~ les coordonnées du vecteur AB sont : AB YB — YA

ZB — RA

— les coordonnées du milieu I du segment [AB] sont : I <xA 25 yatys zat ZB)

2 ’ 2 ’ 2
a a’
~Siw|b|etsiw |y | alors:
c c
a+a
— les coordonnées de + o sont : U + 7| b + b
c+c

kXxa
— Si k est un réel, les coordonnées du vecteur k7 sont : kW | kxb

kxc

s N

Exercice 13.1

%
Soit A(3;1;5) et B(0;5;4) dans le repere (O;?;?; k‘)

1. Placer ces points dans le repere.
2. Calculer les coordonnées du milieu I de [AB] et du vecteur xﬁ
3. Quelles sont les coordonnées du point M de la droite (AB) dont la cote est 27
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1.3. Colinéarité, coplanarité

Méthode 13.1 — Colinéarité, coplanarité

: — Deux vecteurs @ et ¥ non nuls sont colinéaires si et seulement sil existe un réel k tel que
: U =k7.
\ — Trois vecteurs 7, T et W (tels que U et ¥ non colinéaires) sont coplanaires si et seulement

s’il existe deux réels a et b tels que W=ad +b7.

Il s’agit donc, grace aux coordonnées des vecteurs, de trouver ces réels pour montrer la colinéarité
ou la coplanarité.

REMARQUE 13.2. Dans l’espace, il n’existe pas de propriété simple équivalente a celle des « pro-
duits en croix » de coordonnées pour des vecteurs colinéaires du plan.

Définition 13.2 — Déterminant de trois vecteurs

On appelle déterminant des vecteurs 7, U et W le déterminant :

Tu To Tw
det(ﬁ,?,ﬁ): Yu Yo Yw

Zu Ry Rw

| Propriété 13.2 — Déterminant et coplanarité

e W est une combinaison linéaire de & et ¥ ssi det(W, ¥, w) = 0
e A B, C, D coplanaires ssi ﬁ est une combinaison linéaire de @ et 1@ donc ssi

det (ﬂ%,ﬁ, ﬂ))) —0.

Professeur ABDELLAQOUI Said 105 /114 abdellaouiacademy.com



Chapitre 13 — Droites et plans dans [’espace ABDELLAOUI ACADEMY

_| Propriété 13.3 — Colinéarité de deux vecteurs

%
Soit (O, 7,7k ) un repere de 'espace.
Deux vecteurs 7(3:1“ Yus Zu) €t 7(%, Yu, 2p) sont colinéaires si et seulement si

Ty T Ty T
dz—yu Yo =0 et dy,= YO =z — 2uy =0 et dy =" v:xuyv—yuazU:O
Zu  Rv Zu  Rwv Yu Yo
Exercice 13.2 — Exercice résolu

_>
Dans un repere (O ; 7 ; 7; k) de ’espace, on considére les points :
3 3
A(4;0;0) B(0;3;0) C(0;0;6) et M 1;5;5

On note I le milieu de [AC] et L le point tel que 3BI, = BC.

1. Déterminer les coordonnées de I et de L.
2. Montrer que les points A, M et L sont alignés.
3. Montrer que les points A, B, C et M sont coplanaires.
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2. Distance, orthogonalité

2.1. Distance entre deux points dans un repére orthonormé

| Propriété 13.4 — Norme et distance
. — .= .
On se place dans un repere (O; 7T k:) orthonormé.
a
1. Sile vecteur @ a comme coordonnées | b |, alors sa norme est : ||| = Va2 + b2 + 2
c

2. Si A(xa;ya;za) et si B(xp;yp;zp) alors :

AB =\/(zp —24)2+ (yp — ya)® + (25 — 24)?

—
DEMONSTRATION (DU 1.). Soit M le point de I'espace tel que 7 =OM. On pourra se reporter a la
figure 5.
Le repére étant orthonormal, le triangle OM M’ est rectangle en M'. D’apres le théoréeme de Pythagore,
. 2 _ 12 2
ona.O@/M —_QM 4—M]\/42 -
Or, MM’ = ck donc MM" = c=.
De plus, le triangle OPM’ est rectan%le en P, donc : OM"? = OP? + PM".
Or, OP = a7 donc OP? = a2 ot PM’ = b7 donc PM'? = b2,
On obtient donc : OM? = a? + b% + 2.
P
Donc, | ¢|| = HOMH =OM = Va? +b? + 2. O

REMARQUE 13.3. La deuxieme partie de la propriété se prouve en remarquant simplement que

TB —TA
AB = HEH et que fﬁ YB — YA
ZB — ZA

2.2. Relation d’orthogonalité de deux vecteurs

| Propriété 13.5 — admise

On se place dans un repere orthonormé.

a a’

Les vecteurs @ | b | et @ | ¥ | sont orthogonaux si et seulement si : aa’ + bb' + ¢¢ = 0

c c
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3. Représentations paramétriques d’une droite de 1’espace

3.1. Définition

—
i k

On se place dans un repére (O e ; 7, ) de l'espace.

a
Soit D une droite passant par un point A(x4;y4;24) et de vecteur directeur AR
c

P
M(x;y;2) est un point de D si et seulement s'il existe un réel ¢ tel que AM = .
En passant aux coordonnées, on obtient :

r—x4=at T=1x4+at
y—ya = bt c’est-a-dire y=ya+0bt
z—z4=ct z=zA+ct

Définition 13.3 — Représentation paramétrique d’une droite

On appelle représentation paramétrigue ou systéeme d’équations paramétriques de la droite D

a
passant par un point A(z4;ya;z4) et de vecteur directeur a4 |b] e systéme :

Cc

Tr=xa+ at
y=1ya+0bt avec t € R
z2=2za+ct

Le réel t est appelé parameétre.

REMARQUES 13.4.
1. Un point M est sur D si et seulement s’il existe un réel ¢ tel que les coordonnées de M
vérifient le systeme d’équations paramétriques de D.
T =1x9+ ot
2. Réciproquement, si la droite A admet comme équation paramétrique ¢ y =y + St , cette
z=2z20+t
o
droite passe par le point My(xo;yo0;20) et admet comme vecteur directeur o I
v
3. Pour obtenir une représentation paramétrique du segment [AB], il suffit de prendre comme
vecteur directeur /@ , comme point de la droite le point A et de prendre ¢t € [0;1].

4. Pour obtenir une représentation paramétrique de la demi-droite [AB), il suffit de prendre
comme vecteur directeur E , comme point de la droite le point A et de prendre ¢ € [0; +o0].
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4. Equation cartésienne d’un plan

Définition 13.4 — Vecteur normal a un plan

Un vecteur normal 7 & un plan P est un vecteur non nul dont la direction est orthogonale a P.

Soit A un point d’un plan P et 7 un vecteur normal & P. w

On a, pour tout point M du plan P, AM - =0 T
Réciproquement, si M est un point de ’espace tel que AM = l/j/[
0, alors M € P. On a donc le résultat suivant : P A

_| Propriété 13.6 — Caractérisation d’un plan P

Le plan P qui passe par A et qui est orthogonal a 7 est I'ensemble des points M de I'espace tels
que :
AM -7 =0

Exercice 13.3 — Exercice 1

_>
Dans un repére orthonormal (O; 7,77, k) on donne A(1;2;3) et 77(1;—3;1). Trouver une
équation du plan P qui passe par A et qui est orthogonal & w

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION == === === === === — oo oo oo —mm—m——

Théoréme 13.2 — Equation cartésienne d’un plan

ﬁ
Dans un repére orthonormal (O; 77K ), tout plan P admet une équation (dite cartésienne)

de la forme :

ar+by+cz+d=0

avec a, b, ¢ réels non tous nuls et d réel.
De plus le vecteur ﬁ(a ;b;c) est normal a P.

PrReEUVE. Notons A(z;%0;20) un point de P et ﬁ(a ;b;c) un vecteur normal & P, alors on a :
—
M(z;y;2) €P <= AM -7 =0

i.e.
a(z —x0) +b(y —yo) + c(z — 20) =0 < azx + by + cz — axg — byg — czo =0

En posant d = —axg — byg — czp on obtient le résultat désiré. O
REMARQUES 13.5.

— Notons que I’équation d’un plan n’est pas unique. En effet si P : x +y+ 2 = 1 alors P a
aussi pour équation 2x + 2y + 2z = 2.

Professeur ABDELLAQOUI Said 109 /114 abdellaouiacademy.com



Chapitre 13 — Droites et plans dans [’espace ABDELLAOUI ACADEMY

— Quelques cas particuliers : N
Le plan (Ozy) a pour équation z = 0, en effet O(0;0;0) € (Oxy) et k(0;0;1) est normal
a ce plan, ainsi : TN
OM- -k =0 <= 2=0

De la méme maniere les plans (Ozz) et (Oyz) ont respectivement pour équation y = 0 et
z =0.
Enfin le plan P passant par les points A(a;0;0), B(0;b;0) et C(0;0;c¢) a pour équation :

Ty, E_
. + b + . 1 (plan (ABQ)).

Exercice 13.4 — Exercice 2

On donne les équations cartésiennes de deux plans :
P:z—4y+7=0 Q: z+2y—2+1=0

1. Montrer que ces plans sont sécants. On note d leur droite d’intersection.
2. Déterminer un vecteur directeur de d.
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION ~===== ===~ ----=- oo oo g

Théoréme 13.3 — Plans orthogonaux, plans paralléles

Deux plans P et Q sont orthogonaux si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.
Deux plans P et Q sont paralleles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires.

“ Corollaire 13.7 !

Soit deux plans P et Q d’équations
P:ar+by+cz+d=0 et Q: do+Vy+dz+d =0

1. P//Q < (a,b,c) et (d’,b, ) sont proportionnels.
2. PLQ «— ad +bb +cc =0.
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PREUVE.
1. P//Q < ﬁ(a;b;c):kﬁl(al;b/;cl)
2PLQ = A L7 < " -10'=0 <= ad +bb +cd =0

O
Exercice 13.5 — Exercice 3
Quelle est I’équation générale d’un plan parallele au plan (zOy) ?
****************************************** CORRECTION -=-= == === === - = oo oo oo oo
Exercice 13.6 — Exercice 4
Quelle est ’équation générale d’un plan perpendiculaire au plan (zOy) ?
****************************************** (070)20 39 0100 N 10) S

5. Les positions relatives de droites et de plans

5.1. Intersection d’une droite et d’un plan
Considérons un plan P d’équation ax+by+cz+d = 0 et une droite d dont on connait une représentation
paramétrique :
T =at+ xg
Y= Ot + Yo outeR
z=7t+ 20
Il n’existe que trois possibilités :
1. la droite et le plan n’ont qu’un point commun, la droite et le plan sont dits sécants,
2. la droite est incluse dans le plan,

3. la droite et le plan n’ont aucun point commun.

d d
S
A d
% /
P P
1. sécants 2. d incluse dans P 3. aucun point commun
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C’est le premier cas qui nous intéresse, pour cela supposons que le vecteur normal ﬁ(a ;b3 ¢) au plan
P et le vecteur directeur 7(0[ ; B;7) ne sont pas orthogonaux (comme dans les cas deux et trois), ainsi
P et d sont sécants en un point A.

On cherche alors les coordonnées de A en résolvant ’équation suivante (d’inconnue t) :

a(at + xo) + b(Bt + yo) + c(yt + 20) +d =0
i.e. (en factorisant par t) :
tlaa + b8 + ¢y) = —axg — byg — czo — d
Comme on a supposé 1 - 0 = 0, on peut diviser par aa + bf 4 ¢y # 0 et on obtient :

_ —axg —byo —czo — d
ac+ bB + ¢y

Finalement, en remplacant dans le systéme de représentation paramétrique de d, on trouve les coor-
données de A. Mais observons sur un exemple...

Exercice 13.7

r=1t-1
Soit P: 2z —z=0et d: y=-3t outek
z=2

Déterminer les coordonnées du point A = P Nd.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION ~= === == === - - oo oo oo oo

5.2. Intersection de deux droites

On donne deux droites d et d’ dont on connait les représentations paramétriques :

T = ot + 9 z =o't + 11
d: y=pBt+yy outelR d y=p1+y out eR
z="t+ 2 2=+t +2x

d et d’ sont deux droites de I'espace. Il n’existe que deux possibilités :

1. il n’existe aucun plan contenant ces deux droites, elles sont dites non coplanaires,

2. il existe un plan contenant ces deux droites, elles sont dites coplanaires (elles sont alors sécantes
ou paralleles dans ce plan).
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non coplanaires deux droites sécantes deux droites paralléles

On résout alors le systéme (qui peut ne pas avoir de solutions) (d’inconnues ¢ et t') :

ot +z9 =o't + 1
Bt +yo = B't' +
yt+20 =+t + 2

Exercice 13.8

On donne A(1;-1;0), B(0;—1;1), C(3;—2;0) et D(2;-3;3).
Etudier I'intersection des droites (AB) et (CD).

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CORRECTION --====-=-=-==---——--=--———————ooo oo

5.3. Intersection de deux plans

On considere deux plans sécants P et Q d’équations cartésiennes respectives :
P:ar+by+cz+d=0 ou Q: de+bVy+dz+d =0

P et Q sont deux plans de I'espace. Il n’existe que trois possibilités :

1. les plans ont un point commun et sont distincts, alors ils sont sécants suivant une droite passant
par ce point, (ainsi deux plans distincts qui ont deux points communs sont sécants suivant la
droite définie par ces deux points)

2. les plans sont confondus,

3. ils n’ont aucun point commun.
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Q
Q
d
s 5
1. sécants suivant d 2. confondus 3. aucun point commun

Lorsque les deux plans sont sécants, on peut alors récupérer le systéme de représentation paramétrique
de la droite d’intersection en utilisant une des trois coordonnées comme parameétre et en résolvant le
systeme.

s 2

Exercice 13.9

Donner une représentation paramétrique de la droite d définie, intersection des plans P et Q
d’équations respectives :

P:2x+y—2—-2=0 et Q: x+3y+72—-11=0
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