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En quelques mots. Ce chapitre construit ’ensemble C des nombres complexes, leur représentation dans
le plan, le module et 'argument, les écritures trigonométrique et exponentielle, puis les applications a la
géométrie, aux transformations, aux équations du second degré et aux ensembles de points.
Objectifs o Calculer avec la forme algébrique et le conjugué

o Utiliser module, argument et écriture exponentielle
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o Ecrire une homothétie, une translation, une rotation en complexes

o Résoudre une équation du second degré dans C
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 8 — Les nombres complexes

- L’ensemble C et la forme algébrique

0 Définition, égalité, opérations

Activités

Activité 8.1 : Un nombre dont le carré vaut —1

L’équation 2 = —1 n’a pas de solution réelle. On convient d’ajouter & R un nombre i tel que i2 = —1, en

gardant les régles usuelles de calcul.
1. Développer et simplifier (2 + 3i) + (1 — 5i), puis (2 + 3i)(1 — 5i).

2. Calculer (a + ib)(a — ib) pour a,b réels. Quel est le signe du résultat ?

3. En déduire une écriture de

sans i au dénominateur.

+ 31

4. Calculer i2, i3, i*, i°. Que remarque-t-on ?

Définition 8.1 : L’ensemble C

Il existe un ensemble C, contenant R, tel que :
1. C contient un élément i vérifiant i = —1;

2. tout z € C s’écrit de fagon unique z = a + ib avec a, b réels.
L’écriture z = a + ib est la forme algébrique de z. On a C = {a +ib ; (a,b) € R?}.

Remarque : Vocabulaire

Pour z = a +ib : Re(z) = a est la partie réelle, Im(z) = b la partie imaginaire (c’est un réel). Si b = 0, z est
réel; si a = 0, z = ib est un imaginaire pur. On note iR = {ib ; b € R}; le nombre 0 appartient & R et a iR.

Propriété 8.1 : Egalité de deux complexes

Soient z =a+1ib et 2/ =a' +ib' (a,b,a’, b réels).
1. 2=2 < a=d etb=1V.

2. 2=0 <= a=0et b=0.
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 8 — Les nombres complexes

Propriété 8.2 : Opérations

Les regles de calcul de R (addition, multiplication, identités remarquables, puissances) s’étendent a C. Pour
z=a+ibet 2/ =a +ib :

1. 2+ 2 =(a+d)+i(b+b)et z—2' =(a—ad)+i(b—-1);

2. zz' = (ad’ = bY') +i(al/ + a'b) ; en particulier az = aa +iab pour o € R;

b
3. 51240 a

T2t a2t

1
z
4. pour k e N:i*h =1, %+l —j j4k+2 — 1 j%+3 — _j

SEHEEEE Mettre sous forme algébrique

3+i 3+1)(1+ 2i 1+71 1 7
7 j_211 = ((1 j_211))((1—:— 211)) = —g Lo R gi (on multiplie par la quantité conjuguée du dénominateur).

Application 8.1 : Calculs en forme algébrique

1. Ecrire sous forme algébrique z; = 1+ 3i — (2 +4i), 22 = —=, 23 = (1 — 2i)3,

2. Déterminer les réels a et b tels que a(1 —1i) + b(2 + 3i) = 2.
.\ 100
3. Calculer <1+1) .
V2

4. Pour x réel, on pose Z = (1—z)+2(1—2?)i. Déterminer z pour que : a) Z € R b) Z € iR c¢) Re(Z) = 4
d) Im(Z) = 2.
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 8 — Les nombres complexes

e Conjugué d’un nombre complexe

Définition 8.2 : Conjugué

Le conjugué de z = a +ib (a, b réels) est le nombre z = a — ib.

Propriété 8.3 : Conséquences

Pour tout z € C :
l. 2eR <= 2=Z et z€IiR < z=-%7;

2. 2+zZ=2Re(z) et 2z-—z=2ilm(z);

3. 2z = Re(2)? + Im(2)?, réel positif, nul seulement si z = 0.

Propriété 8.4 : Conjugué et opérations

Pour z, 2’ complexes, « € R, n € N :
l. 2+ 2 =2+ 2 22! =Z 2 0z =aZ 7 = (7))

Application 8.2 : Conjugué

3—1

1. Ecrire sous forme algébrique le conjugué de (2 +1)(1 — i) et de =
i

241 2—1
t1 et 2y = —1 Montrer que Z1 + Z3 € R et que Z; — Z5 € iR.
1

2. O 71 =
n pose 21 T3 5

3. Résoudre dans C : a) (1—i1)z=3+1 b)
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¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 8 — Les nombres complexes

“ Représentation géométrique, module et argument

0 Affixe d’un point et d’un vecteur

Définition 8.3 : Affixe

—

Le plan est muni d’un repeére orthonormé direct (O;,v) : c’est le plan compleze.

o Au point M(a;b) on associe son affize zpr = a+1b; on écrit M (z). Réciproquement M est I’image de z.
o Au vecteur @(a;b) on associe son affixe a + ib.

L’axe des abscisses est 'axe des réels, I’axe des ordonnées ’axe des imaginaires purs.

Propriété 8.5 : Affixes et vecteurs

Soient w(z), W' (z') deux vecteurs, A(z4), B(zp) deux points, k € R.
1. @+ @ a pour affixe z + 2/ et kw a pour affixe kz;

2. xﬁ a pour affixe zp — z4;

zZA + 2B

3. le milieu de [AB] a pour affixe 5

Application 8.3 : Parallélogramme

On considere A(2i), B(1 —1i) et C(3).
1. Déterminer les affixes de 1@ , B—}l et 31@ — B? .

2. Déterminer laffixe de D tel que ABC'D soit un parallélogramme.

o Module d’'un nombre complexe

Définition 8.4 : Module

Le module de z = a + ib est le réel positif |z| = va? + b> = /2Z. Si M est I'image de z, alors |z| = OM ; si
z est réel, |z| est sa valeur absolue.
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 8 — Les nombres complexes

Propriété 8.6 : Propriétés du module

Pour z, 2’ complexes et n € N :

1. |z|=|Z|=|—%| et |2|=0 < 2=0; E=r74
d
2. [z =2l [ = 1A 7170 (2 #0);

|
3. |2+ 2| <|z|+ 2] (inégalité triangulaire).

Application 8.4 : Calculs de modules

2+ 2i (1-1)(V2+i)

Déterminer le module de :  a) v/5 —iv2 b) (3+2i) «¢) 5 £ d) EEE

e Argument d’un nombre complexe non nul

Définition 8.5 : Argument

—
Soit M (z) avec z # 0. Un argument de z est toute mesure 6 de I'angle orienté (i, OM); on écrit arg(z) =

6 [27]. Alors

cos@zi sinezi

|| N

Application 8.5 : Arguments usuels
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 8 — Les nombres complexes

Propriété 8.7 : Propriétés de I'argument

Pour z,2 non nuls et n € Z :

1. arg(z2’) = argz + arg 2’ [27] arg i/ =argz —argz [2n7] arg(z") = nargz [27];
z

2. arg(z) = —argz [27] arg(—z) = argz+ 7 [27);

3. 2eR* < argz=0 [r] zeiR*@arngg[w];

4. z=7 < |z| = || et argz = arg?’ [27].

m Ecritures trigonométrique et exponentielle

o Forme trigonométrique

Propriété 8.8 : Formules de trigonométrie a connaitre

Pour tout réel z :
cos(—x) = cosz 3;c08(m + ) = — cosx ;;co8(m — &) = — cosx j;c08(F + x) = —sinz j;cos(F
s
2

— ) =sinz
—sinz j;sin(r 4+ x) = —sinz ;; sin(r —z) =sinz ;; sin(3 +2) =cosz j;sin(F —

sin(—z) = z) = cosx

Définition 8.6 : Forme trigonométrique

Tout complexe z # 0 s’écrit de facon unique

z = |z|(cosf +isinb) avec argz =0 [27].

C’est la forme trigonométrique de z; ses coordonnées sont a = |z|cosf et b = |z|sin 6.

Remarque : Méthode

N . . . N a
Pour passer de a + ib a la forme trigonométrique : calculer r = v/a? + b2, factoriser r, reconnaitre cos = — et
r

b
sinf = —. Attention : —r(cos@ + isin @) n’est pas une forme trigonométrique (le module r doit étre positif, le

r
signe se passe dans l'angle : —(cos € + isinf) = cos(6 + 7) + isin(f + 7)).

Application 8.6 : Forme trigonométrique

Ecrire sous forme trigonométrique :
1+iv3
1L1+i 2.1-i 3 +T“/— 4. -2 (cos%—kisin%)

\/_—i T s
5 8.-( )

cos — — isin —
2 3 3

5.—i 6.2i(141) 7.
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Chapitre 8 — Les nombres complexes

w Théoréeme 8.1 : Formule de Moivre

Pour tout réel 0 et tout entier relatif n :

(cos@ +isin )" = cos(nf) + isin(nd).

Application 8.7 : Utiliser Moivre

Soit @ réel. Développer (cosf + isinf)? puis (cosf + isinf)3; en déduire cos 26, sin 26, cos 36, sin36 en
fonction de cos@ et sin 6.
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 8 — Les nombres complexes

0 Forme exponentielle

Définition 8.7 : Notation ¢!’

Pour tout réel 0, on pose e = cosf +isiné : c’est le complexe de module 1 et d’argument 6. Tout z # 0
s'écrit z = rel? avec r = |z| et § = argz [27] : c’est sa forme exponentielle.

Propriété 8.9 : Calculs avec ¢

Pour r,7" >0, 0,60 réels et n € Z :
i6

1. rei? x r/el? = pp/ £l(0+0") e _-— L ei0-0) .
7.1619 r!

2. (rel?)" = rneint reif = re=1,

3. ¢

Y Théoreme 8.2 : Formules d’Euler

Pour tout réel 0 : i . ) )
e19 4 e—19 e19 _ e—19
cosf = y o sinf = ——

Remarque : Linéariser

Linéariser cos™ x ou sin” z, c’est 1’écrire comme combinaison linéaire de cos(px) et sin(qx) (p, g entiers). On
remplace cosx par la formule d’Euler, on développe avec le binéme de Newton, puis on regroupe les termes
conjugués e** + ek = 2 coskx et F* — e R = 2isin k.

SO EEPN Linéariser cos® x

, (el 4 e7iz)2 o2 494 oA ] 4 o520
cos“x = = ~ :
4 4 2

Application 8.8 : Formes algébrique, trigonométrique, exponentielle

1. Compléter : —1—1i ;5 (cosg + isin g) c \/ge_i%r (donner les trois formes).

2 2i(1 —1i 1
2. Ecrire sous forme exponentielle Z; = i ) t o = (— — 1£> .

—— € 9 =
3+3iV3 2 2
3. Pour x réel, montrer que 1 + e = 2 cos g el®/2 ot 1 — el — _9isin g oie/2.
cos 3z + 3 cos 3sinz — sin 3
4. Montrer que cos® x = # et sin®x = w

5. Linéariser cos® x, sin® z, cos® x, sin® x.
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Chapitre 8 — Les nombres complexes

Applications a la géométrie

o Distance, angles, alignement, orthogonalité

Propriété 8.10 : Distance et angle orienté

Soient A(za), B(zp), C(z2¢), D(z2p) des points, A # B, C # D.
1. AB = |zp — z4|;

2. (@, ﬁ) = arg(zB — zA) [27T] :

(zﬁ @) = arg [27r] en particulier (zﬁ Jﬁ) = arg . z si A, B, C sont distincts.
B — <A

Propriété 8.11 : Colinéarité et orthogonalité

ZD — ZC
ZB — ZA
1. ﬁ et @ sont colinéaires <= ¢ € R <= argq=0 [n];

Pour A # B et C # D, on pose ¢ =

2. AD et C@ sont orthogonaux <= ¢ € iR < argq = g [7].
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 8 — Les nombres complexes

Remarque : Conséquences

Pour A, B,C distincts : A, B,C alignés <~— T EA €R; (AB) L (AC) = o EA € iR. Le triangle
ZB — ZA ZB — ZA

ABC est isocele en A si le quotient est de module 1, équilatéral 8’il vaut e=/3, rectangle isocele en A s'il vaut
+i. Pour deux droites : (AB) || (CD) <= g€ Ret (AB) L (CD) <= ¢ €iR.

Application 8.9 : Nature d’un triangle, alignement

1. A, B,C d’affixes 3 + 2i, 4+ 3i, 5 +i. Calculer AB, AC, BC'; que dire du triangle 7

c—b

2. A, B, C d’affixes 6 — 2i, 2i, 3. Calculer module et argument de ; que dire de A, B,C'?

)
cC—a

3. A, B,C,D d’affixes 2 + 2iV/3, 2 — V3, —1 +iv/3, —1 +i. Calculer a4
C_

2 ; que dire de (AB) et (CD)?

a ; nature de ABC'?
c—a

4. A, B,C d’affixes —2 + 3i, —4, 1 +i. Calculer
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 8 — Les nombres complexes

0 Quatre points cocycliques ou alignés

Propriété 8.12 : Cocyclicité

Soient A, B, C, D quatre points distincts. Ils sont cocycliques ou alignés si et seulement si

RC —RA  ZB — %D
X
%B T RA 2C — %D

eR.

Remarque : Interprétation

Ce quotient a pour argument (ﬁ , 1@) — (D_—g, 58) : il est réel exactement quand ces deux angles sont égaux
modulo 7. Trois points non alignés sont toujours cocycliques (cercle circonscrit).

Application 8.10 : Points cocycliques ?

Les points A, B, C, D sont-ils cocycliques? 1.a=-2+6i,b=14+7i,c=4+6i,d=6+2i 2.a=1+1,
b=a,c=-2i,d=c¢.

Ecritures complexes de transformations

Propriété 8.13 : Translation, homothétie, rotation

Soit M (z) et M'(2') son image.
1. Translation de vecteur w(t) : 2’ =z +t.

2. Homothétie de centre Q(w) et de rapport k € R* : 2/ =w+ k(z — w).
3. Rotation de centre Q(w) et d’angle 6 : 2/ = w + (z — w)e'?.

Remarque : Pourquoi ces formules

7 " TSR=ay/ Y .
Translation : MM' = @ <= 2/ — z = t. Homothétie : QM' = kQM <= 2’ —w = k(z — w). Rotation :

—_ I _ .
QM' = QM et (QM,QM") = 0 signifie Z 7% de module 1 et d’argument 6, soit e'.

Z—Ww
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Chapitre 8 — Les nombres complexes

Application 8.11 : Ecritures complexes

p 1
1. Ecrire 'homothétie de centre (i) et de rapport ~3 la translation de vecteur w(1 — i), la rotation de

ABDELLAOUI ACADEMY

2
centre (1 +1) et d’angle —?ﬂ.

2. A(3+5i), B(3 —5i), C(7+3i) et T la translation de vecteur w(4 — 2i). Montrer que i 2i, nature
a—c

de ABC'? Montrer que T'(A) = C.

\/3—1+,\/§+1 1—iv3
1 S —
2

; en déduire que B est "image de A

b
3. A(-1+1) et B( ) Montrer que Pl

2 2
par la rotation de centre O et d’angle —%.
Equations du second degré dans C
Définition 8.8 : Racine carrée
Une racine carrée d'un nombre a est tout complexe z tel que 22 = a.

Propriété 8.14 : Racines carrées d’un réel

Un réel a # 0 a exactement deux racines carrées opposées : si a > 0, \/a et —/a;si a <0, iv/—a et —iy/—a.

SEHEEE Racines carrées
3 a pour racines carrées +v/3 ; —9 a pour racines carrées +3i; —5 a pour racines carrées +iv/5.

Prof. ABDELLAOUI Said - abdellaouiacademy.com @ © 2026 ABDELLAOUI ACADEMY - Reproduction interdite



Propriété 8.15 : Equation az? + bz 4+ ¢ = 0 a coefficients réels

Soit (E) : az? +bz+c=0 avec a,b,c réels, a # 0, et A = b? — 4ac.

1. A =0 : une solution double z = g— c
a

—b+ VA

2. A > 0 : deux solutions réelles 5
a

—b+iv-A
3. A <0 : deux solutions complexes conjuguées 2;
a
c

Dans tous les cas az? + bz +c=a(z — 21)(z — z2) et 21 + 20 = ——, 2122 = —.
a a

Application 8.12 : Résoudre dans C

Résoudre : (E1) 422 —82+1=0 (F3)22—2+1=0 (E3) —222422-3=0 (Fy) 22-322+42-2=0
(chercher une racine réelle évidente).

Ensembles de points du plan

Propriété 8.16 : Trois ensembles de référence

Soient A(z4) et B(zp) deux points distincts et M (z) un point variable.
1. |z —z4| =R (R >0) : le cercle de centre A et de rayon R.
2. |z — z4| = |z — zp| : la médiatrice de [AB].

Z— ZB
3.

€ R (z # z4) : la droite (AB) privée de A; S

€ iR : le cercle de diameétre [AB] privé de A.
z—zA z—zA
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 8 — Les nombres complexes

z—zal=R z—za| =1z — 28] B eR
Application 8.13 : Ensembles de points
_ 3
Déterminer ’ensemble des points M (z) tels que : a) [z —1+2i| =2 D) : i 51 =1 ¢)|2z—i|=2 d)
z
z ™
=-— |2
M= g 27
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Exercices — Forme algébrique et plan complexe

Exercice 8.1 : Vrai ou faux? i

Dire, en justifiant, si chaque affirmation est vraie ou fausse.
1. Tout nombre réel est un nombre complexe.

. Le conjugué d’un imaginaire pur est son opposé.

. Pour tous complexes z,2’ : |z + 2/| = |z| + |7/|.

2
3
4. 2925 =i
5. Si 22 est réel, alors z est réel.
6

. Pour tout complexe z, 2%z = |z|%.

Exercice 8.2 : Forme algébrique i

Ecrire sous forme algébrique : a) (2—1)(3+2i) b) (1+1i)* ¢

Exercice 8.3 : Equations &k

Résoudre dans C :
1. 2z—iz=1+1.

2+3i 1 1
d .
1-1i )1+i+1—i

2. 22 = —3 4 4i (on pose z = x + iy et on utilise aussi |z|> = | — 3 + 4i|).

Exercice 8.4 : Un quotient et deux ensembles de points Yk

-1
Pourzzx—i—iy;é—i,onposeZ:Z —.
z+1
2?4+ —z+y y—xz+1
1. Montrer que Re(Z) = et Im(Z/)= ———.
e Re(Z) = = 12 D= 2ryr

2. Déterminer ’ensemble des points M (z) tels que Z € R.

3. Déterminer I’ensemble des points M (z) tels que Z € iR.
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Exercices — Module, argument, formes

Exercice 8.5 : Valeurs exactes de cos % et sin % Yok

1+iv3
1—i
1. Ecrire z sous forme algébrique.

On pose z =

7
3. En déduire les valeurs exactes de cos 1—; et sin il

2. Déterminer module et argument de 1+ iv/3, de 1 — i, puis de z.

12°
Exercice 8.6 : Puissances Yk

. Calculer (1+1)% et (V3 — i)g.

N =

. Pour quels entiers n le nombre (1+iv/3)" est-il réel ?

Exercice 8.7 : Linéarisation et Moivre ¥k

2 2

T sin“ x.

[y

. Linéariser cos

N

. Exprimer cos 46 en fonction de cos # seulement.

w

. Résoudre dans R : cosx + cos3x = 0.
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Exercices — Géométrie, transformations, second degré

Exercice 8.8 : Un carré Yk

On considere A(2 +1), B(4 + 3i) et C(3i).

? —i. En déduire la nature du triangle ABC.

c —
1. Montrer que 5

2. Déterminer l'affixe de D tel que ABDC soit un parallélogramme. Montrer que c’est un carré et calculer
son aire.

Exercice 8.9 : Nature d’une transformation Y

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation z — 2’ :  a) 2/ =iz+1—1 b)
2/ = —2z+3. Donner I'image de 2 + i par a).

Exercice 8.10 : Equations du second degré ¥k

1. Résoudre 22 — 22+ 5= 0.

2. Résoudre 23 = 1 : factoriser 22 — 1 et donner les solutions sous forme exponentielle. Montrer que leur
somme est nulle.

Exercice 8.11 : Ensembles de points k%

1. Déterminer ’ensemble des points M (z) tels que |z — 2| = |z + i| et en donner une équation cartésienne.

z—1

2. Montrer que pour z # —1 :
z+1

€ iR <= |z| = 1. Interpréter.
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Synthése 8.1 : Equation du troisieme degré, rotation et triangle

I. On considére dans C I’équation (E) : 82% +1 = 0.
1. Montrer que (E) <= (2z + 1)(42? — 2z + 1) = 0. Résoudre (E).

1 3 1 3 1
II. Dans le plan complexe, on considére A, B, C' d’affixes a = 1 + i\/T_’ b= —3 + i%, c=—3
2. Ecrire a sous forme exponentielle. Vérifier que a? = b et en déduire un argument de b.
b—a

3. Montrer que =iv/3. En déduire que OAB est rectangle en B.

2
4. Soit R la rotation de centre O et d’angle ?ﬁ Montrer que R(A) = C puis que B est le milieu de [AC].
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Test — Nombres complexes
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Exercice 8.1 : Calculs en forme algébrique

+ 3i

., 1
1. Ecrire sous forme algébrique z = 5 et calculer |z|. 1,5pt

2. Résoudre dans C : 3z — iz = 7 — bi. 2,5 pt

Exercice 8.2 : Forme exponentielle

On pose a = —1 +ivV3 et b= 2 —iv2.

1. Ecrire a et b sous forme exponentielle.
a
2. En déduire la forme exponentielle de ab et de 7 puis calculer a®. 1,5pt

a\"n
3. Déterminer les entiers n tels que (Z> soit réel. ,

2 2

4. Linéariser cos® x sin“ x. ,

o e
(&, ) (&}
< b=
(= (=4

Exercice 8.3 : Second degré et triangle équilatéral

1. Résoudre dans C : 22 — 2v/3 244 = 0. On note z; la solution de partie imaginaire positive et zo = Z7.

2. Ecrire 21 et z9 sous forme exponentielle.

3. Soient A(z1), B(z2) et O l'origine. Montrer que OAB est équilatéral.

[y
— w -
T =] =]
- - -

0
4. Montrer que A est I'image de B par la rotation de centre O et d’angle 3

Exercice 8.4 : Géométrie dans le plan complexe [[JI

On considere A(1 4+ 1), B(3 +1) et C 'image de B par la rotation de centre A et d’angle g

1. Ecrire la relation entre z¢, a, b, puis calculer zc. 1,5pt
2o —a ,
2. Montrer que bC— = el™/3 et que ABC est équilatéral.

3. Déterminer l'affixe de D tel que ABDC soit un parallélogramme. Montrer que c’est un losange.

4. Déterminer l’ensemble des points M(z) tels que |z — 1 —i| = |z — 3 —i|; vérifier que C' lui appartient.
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