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¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

- Continuité en un point

0 Notion de continuité en un point

Activités
Activité 2.1 : Comparer la limite et I'image
Soient f et g les fonctions définies par
222 — 2 s
—xg ’ siz#1 ve+2-2 siz#2
f(x) = 237 —1 (r € R) et g(z) = 22— 4 (x € ]-2;400]).
= sizx=1 1 six =2
3
1. Comparer lim,_,; f(x) et f(1).
2. Comparer lim,_,2 g(z) et g(2).
3. Que peut-on conclure ?
2x(x — 1) 2z 2
1. P 1: = = d li =—-= f(1).
our @ #1: f(x) (x—1)(22+2+1) 22+z2+1 " :cl—>mlf($) 3 ue
(x+2)—4 1 . 1
2. Pour z # 2 : g(x) = = ,donc limg(z) = — # 1 =
#2:90@) (z-2)(z+2)(Vz+2+2) (z+2)(Vz+2+2) Hzg( ) 16 7
9(2).
3. Il existe des fonctions dont la limite en xy est égale a I'image f(zp) (cas de f en 1) et d’autres pour
lesquelles elle est différente (cas de g en 2). La premiére situation définit la continuité en un point.

Définition 2.1 : Continuité en un point

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant xg. On dit que f est continue en xg si

lim f(z) = f(xo).

T—TQ

Remarque : Interprétation graphique

Dire que f est continue en xq signifie que la courbe Cy ne
présente aucun « saut » au point M (:co o f (xo)). Si la limite
en x( n’existe pas, ou si elle est différente de f(xz¢), alors f
n’est pas continue en xq. 7

AN Etude analytique

. T+2 siz#4
. Smtf(:v):{G sixi4'

On a }311}1}1 f(z) = ilg}l(a: +2)=6= f(4) : f est continue en 4.
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

. 22 -1 siz# -1
o Soit g(:v)—{3 Gir 1

On a lim g(z) = lim (22 —1) =0%# 3 = g(—1) : g n’est pas continue en —1.
z——1 z——1

STV Lecture graphique

A A
5\ () s\ (Cy)
41 41
31 3
91 2
Ly Ly
J J
1 0 4105"12345'
_]_ 1 _1,,

Sur la seconde courbe, les limites a gauche et & droite en 3 sont différentes : la limite en 3 n’existe pas.

Application 2.1 : Etudier la continuité en un point

222 —r+1 .
. —— siz#F-1 4 ... .
1. Soit f(x) = rz+1 . Etudier la continuité de f en —1.
1 siz=—1
T + tan 2x .
. —— siz#£0 . . a wl T s .
2. Soit g(z) = sin 3z définie sur ]—g 1% [ Etudier la continuité de g en 0.
1 siz=0

1. Pour # # —1: 222 — 2+ 1 = (z + 1)(1 — 2x), donc f(z) = 1 — 2z et limlf(a:) = 3. Comme
x——
f(=1) =1+ 3, f n’est pas continue en —1.

1 3z sin 2x 1 sin 2x sin 2x 3z 2 sinux
2. P 2 = —. . t = . = A li
o @ = U ¢ g{(o) 3 sin3zx u sin3z cos2z ¢ sin 3x 2 sin3z 3 vee xlg% uxT
obtient

=1, on

. 1 2 1
}g%g(x)—gxl—l—gxlxlxCoso—l—g(O).

g est continue en 0.
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

0 Continuité a droite, continuité a gauche

Activité 2.2 : Etudier les deux cotés

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = z—1 stz >1
24vVb—ax six<l1.
1. Comparer lim f(x) et f(1).
z—1+
2. Comparer linll f(x) et f(1).
z—1—

3. La fonction f est-elle continue en 17

Correction

1. f(l):2—|—\/4—l=4.Pour:L‘>1:f(x)zw

P :;p+3,doncmliggrf(w):‘l:f(l)-

2. lim f(z)= lim (2+V56—=) =2+ Vi=4=f(1).

r—1— r—1—

3. Les limites a droite et & gauche en 1 sont égales a f(1) : lin% f(x) = f(1), donc f est continue en 1.
T

Définition 2.2 : Continuité a droite, a gauche

o Soit f définie sur un intervalle [z ; xo + [ (r > 0). On dit que f est continue d droite en zp si lim f(z) =

f (o). 0

o Soit f définie sur un intervalle |xg — r;zo] (r > 0). On dit que f est continue d gauche en xq si

lim f(z) = f(zo)-

1‘—}.’[0

Flxo) frmmmmmmmmms f(xo)|

|

Y

4
Y

Propriété 2.1 : Caractérisation

Soit f définie sur un intervalle ouvert contenant xg. Alors
f est continue en zy <= f est continue a droite et a gauche en xg

& lim f(z) = lim f(x) = f(=wo)-

x—)zo x—)zo
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

Continue a gauche, mais pas a droite
24Vb—a siz<4
oit f(x) x—4 Gz A On a f(4) + 3
Va2
e A gauche : lim f(z) =2+4+V1=3= f(4); f est continue & gauche en 4.
r—4~

(Vz —2)(Vz +2)

Vi =2
a droite en 4.
Par conséquent, f n’est pas continue en 4.

e A droite : pour x > 4, f(x) =

= /z+2, donc lim+ f(z) =4+# f(4); f n’est pas continue
T—4

Application 2.2 : Etudier une fonction définie par morceaux

ve—1 siz>1

Soit f(x) = {x?’ 1 sim<l Etudier la continuité de f & droite, puis & gauche, puis en 1.

Ona f(1)=0.
e lim f(z)= lim Vo —1=0= f(1) : f est continue & droite en 1.
z—1t z—1+

e lim f(z)= lim (2> —1)=0= f(1) : f est continue & gauche en 1.
z—1— T—1—

e Elle est continue a droite et & gauche en 1; d’apres la propriété 2, f est continue en 1.

“ Continuité sur un intervalle

o Continuité sur un intervalle

Activité 2.3 : Une courbe en trois morceaux

—r—2 siz<-—1

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = z +4 si—1<x<2
—2z4+6 siz>2.

1. Tracer Cy dans un repére orthonormé (O;7,7).

2. Etudier la continuité de f en —1 et en 2.

3. f est-elle continue en tout point de l'intervalle |—2;2[?

Correction

y 2. En -1 : f(-1) = 3, lim1 flz) = =1 # f(-1) et
z——1"
lim f(z) = 3 = f(—1); f est continue a droite mais
z——17+
/ pas a gauche : f n’est pas continue en —1.
En2: f(2)=2, lim f(z)=6+# f(2) et lim f(zx)=2=
/ T2~ z—2+
f(2); f n’est pas continue en 2.
\ 3. Non : —1 € ]—2;2[ et f n’est pas continue en —1.
N Ve
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@ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

Définition 2.3 : Continuité sur un intervalle

o f est continue sur l’intervalle ouvert |a;b] si elle est continue en tout point de |a;b|.

o f est continue sur [a;b] si elle est continue sur Ja;b[, continue & droite en a et continue & gauche en b.

o On définit de facon analogue la continuité sur [a;b[, Ja;b], [a;+oo[ et |—00;a] : on ajoute la continuité
a droite en l'extrémité gauche, ou a gauche en 'extrémité droite, lorsqu’elle appartient a ’intervalle.

Application 2.3 : Continuité sur des intervalles

4 AL

LR 3]

Soit f(z) =< ¢ S12 <Y dont la courbe est donnée ci- 9|
22 siz>0

contre. 11

1. Etudier la continuité de f en 0.

2. f est-elle continue sur [—3;0[? sur [0;2]?
3. f est-elle continue sur [—3;1]?
1
1. f(0) = 0 et lim 22 = 0 : f est continue & droite en 0. Mais lim — = —oo : f n’est pas continue &
z—07t z—0— T

gauche en 0, donc f n’est pas continue en 0.

1
2. Sur [-3;0], f(z) = — est une fonction rationnelle continue sur |—oo;0[ : f est continue sur [—3;0[.
i

Sur [0;2], f(z) = 2% est continue sur ]0;2[ (polynéme), continue & droite en 0 (question 1) et & gauche
en 2 : f est continue sur [0;2].

3. Non : 0 € ]-3;1[ et f n’est pas continue en 0.

o La fonction partie entiéere

13 13 13
On sait que 5= 2,6 : la partie entiere de = est 2, et I'on écrit E(5> = 2.

Définition 2.4 : Fonction partie entiere

La fonction qui, a tout réel x, associe 'unique entier relatif n tel que n < z < n + 1 est appelée fonction
partie entiére. L’image de z est notée E(x) (ou [z]).

Exemple 2.4
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

Propriété 2.2 : Propriétés de la partie entiere

1. ("\neZ): En)=n e (MreR)(VneZ):E(x+n)=Ex)+n.
2. VzeR)(Vy eR): E(x+y) > E(z) + E(y).

3. Pour tout n € Z, E est continue a droite en n, mais n’est pas continue a gauche en n : F est donc
discontinue en n.

4. Pour tout n € Z, E est continue sur [n;n + 1] (et méme sur |n;n + 1] tout entier).

A

5 —o0
4+ —oO
3 —o
21 —oO
1+ ——0
—;6—;5—;4—;3—;2—;1)\1123456;
—o0-2
—oO -3
—o0 —4
—o —5

Preuve.
(2) E(x) <z et E(y) <y, donc lentier E(z)+ E(y) est inférieur ou égal & z +y; or E(x +y) est le plus grand

entier <z 4 y.
(3)Sur [n;n+1[, E(x) =n: lim E(x)=n= E(n).Sur [n—1;n[, E(x) =n—1: lim E(z) =n—1# E(n).

z—nT T—n"

(4) E est constante (égale a n) sur [n;n + 1[. ]

e Continuité des fonctions usuelles et opérations

Propriété 2.3 : Fonctions usuelles

o Toute fonction polynéme est continue sur R ; toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle
inclus dans son ensemble de définition.

o Les fonctions sin et cos sont continues sur R ; la fonction tan est continue sur tout intervalle inclus dans
son ensemble de définition.

+ La fonction x — /x est continue sur [0;+oo].

Propriété 2.4 : Opérations sur les fonctions continues

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et o € R.
o Les fonctions f 4 g, f X g et af sont continues sur .

1
e Si f ne s’annule pas sur [, alors ? et % sont continues sur I.

Exemple 2.5

o 2+ 2sinx 4+ 22 + 1 est continue sur R : somme de z — 2sinz et du polyndme z — 22 + 1, continues sur R.
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cosT +x . . .
o x+— ——— est continue sur |0;1] : x — cosz + x est continue sur R, x — = est continue et ne s’annule
T

pas sur ]0;1].

Application 2.4 : Continuité sur un intervalle

Etudier la continuité de f sur lintervalle I :

1. f(:c)zx—i—%, I=[2;400]

2. f(z) = (@® —2)v@, I=[0;+oq
z? — 3z

3. f(z) = Tz

I=[1;400]

Correction

1. 2 — /= est continue et ne s’annule pas sur I, donc = f est continue sur I ; x — x l'est aussi : par
somme, f est continue sur [

2. z+ 2° — x (polynome) et = — / sont continues sur [0;+oo[ : par produit, f est continue sur I

3. x — x? — 3x est continue sur I,  — /z est continue et ne s’annule pas sur I : par quotient, f est
continue sur [

o Continuité d’une fonction composée

Propriété 2.5 : Composée de deux fonctions continues

Soient f une fonction continue sur un intervalle I et g une fonction continue sur un intervalle J tels que
f(I)  J. Alors la fonction g o f est continue sur 1.

Propriété 2.6 : Cas de la racine carrée

Si f est continue et positive sur un intervalle I, alors \/f est continue sur I.

Exemple 2.6
x® 32
e Soit h = —
R = G T o

Onah=go favec f(x) = :c 1 et g(x) = 2° — 322. La fonction rationnelle f est continue sur I C R\ {1}

et le polyndme g est continu sur R D f(I) : h est continue sur I.
o La fonction f :z +— :U2 1 est continue sur R : z + 22 4 1 est continue sur R et strictement positive.

sur R\ {1}. Montrons que h est continue sur I = |—o0;0].

o La fonction z — est continue sur |1;+o0] : &

T+

strictement positive ( numerateur et dénominateur positifs).
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

Application 2.5 : Continuité d’'une composée

Etudier la continuité de f sur I : a) f(z) = Va2 —4, I =]-o00;—2[; b) f(z) =

Correction

a) z +— 2% — 4 est continue sur I et, pour z < —2, 22 > 4 donc 22 — 4 > 0. Par composition avec Vo f est
continue sur /.

b) u: z — 32t est rationnelle, donc continue sur I; pour 2 > 1, 3z +1 > 0 et 2 — 1 > 0 donc u(z) > 0.
Ainsi f = \/u est continue sur I.

m Image d’un intervalle par une fonction continue

o Image d’un segment, image d’un intervalle

Activité 2.4 : Lire des images sur une courbe

La courbe ci-contre représente la fonction f définie sur R par

flx) =2 -3z -1

N W

1. Compléter le tableau (ot m et M sont les valeurs minimale et maxi-
male de f sur I).

2. Quelle est la nature de l'intervalle f(I) lorsque I est un segment ?

I Monotoniede f | m | M | f(I)
[-2;-1] | ...
[-1;0] | ...
;2] | .

Correction

I Monotoniede f | m | M | f(I)
[—2;-1] croissante =3 1 |[-3;1]
[—1;0] décroissante -1 1 |[-1;71]
[1;2] croissante =31 1 |[=3;1]

2. Lorsque [ est un segment, f(I) est aussi un segment : f(I) = [m; M].

Propriété 2.7 : Image d’un segment, d’un intervalle

e L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.
o L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
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Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

 Théoreme 2.1 : Image d’un segment

z€[a ;b

A
M

m
A

A
J
O| 7

Si f est continue sur [a;b], alors f([a;b]) = [m;M], ot

m = min_f(z)

Remarque : Cas particuliers

Si f est continue et croissante sur [a;b], alors f([a;b]) = [f(a); f(b)]. Si f est continue et décroissante sur

[a;b], alors f([a;b]) = [f(b); f(a)].

. x? six <1
Soit f(z) = {3—:52 siz>1"

f est discontinue en 1 et pourtant

F(1052]) = [051[U[-1;2] = [-1;2]

sairement la méme forme.

. siz<1
Soit g(z) = 2—22 siz>1"

alors :

9(1052]) =10;1] U [-2;1] = [-2;1]

Prof. ABDELLAOUI Said - abdellaouiacademy.com

L’intervalle I et son image f(I) n’ont pas néces-

continue sur R

Remarque : La continuité est suffisante, non nécessaire
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

0 Cas d’une fonction continue et strictement monotone

Propriété 2.8 : Image d’un intervalle par une fonction strictement monotone

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et strictement monotone sur [ ; a et b sont deux réels de 1.

I F(I) si f est strictement croissante F(I) si f est strictement décroissante
@bl | @) ) 7(8): £(a)
ol | ] tim, s 1 s |t @) tim )|
sl | | imf@):0) 1) tim_f(@)
[a; 0] _f (a); lim f(z) _ - Jlim f(z); f (a)_
stoel | [r@s 1) | s 100)
Jaiool | | i f0): i sto)| | s 1 1)
-oost] | | m_7(e); £0) 10): 1)
ooitl | | lim_s(@)s 1 s0)| | s s
]—00; +oo] -mgr}loof(m) ; lim f(x){ - i f(z) ;Igrgloof(f){

Remarque

Si f n’est pas strictement monotone sur I, on découpe I en intervalles sur lesquels f est strictement monotone,
puis on utilise f(I UIz) = f(I1) U f(I2).

Exemple 2.7

22 -1
o Soit f(z) = x+ T oswr I =]-1;+400[. On a f'(z) = CEEID > 0 : f est strictement croissante sur I.
Comme lim f(z)=—-ocoet lim f(x)=2, on obtient f(I)=]—00;2[.
r——1+ T—+00

 Soit f(x) = 22 —2x sur [~1;3]. f est décroissante sur [—1;1] et croissante sur [1;3]; f(—1) =3, f(1) = —1,
f3)=3: f([-1;1]) = [-153], f([1;3]) = [-1;3]; donc f([-1;3]) = [-1;3].
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

Application 2.6 : Déterminer I'image d’un intervalle

Etudier la continuité de f sur I, puis déterminer f(I) :
1

a) f(z) =a? —4a+1,1=[0;1]; b) f(@)=——, I=]-3;+0c[; ©) f(&)=va?—4,I=]-o0;-2].

+3’

Correction

a) f est un polynéme, donc continue sur I. f'(x) = 2z —4 < 0 sur [0;1] : f est décroissante, donc

f) =1f1); £(0)] = [=2;1].

4
b) f est rationnelle, donc continue sur I. f'(z) = CEE > 0 : f est strictement croissante. hm+ flx) =
T T——3
—00 (numérateur — —4, dénominateur — 07) et liril f(z)=1; donc f(I) =]—o00;1].
T—>+00

c) x + x2 — 4 est continue et positive sur I : f est continue sur I. Sur I, z +— 2% — 4 est décroissante et v
est croissante : f est décroissante. f(—2) =0et lim f(x)=4o00; donc f(I)=[0;+o0].
T—>—00
Théoréme des valeurs intermédiaires

o Le théoreme et ses conséquences

Activité 2.5 : Compter des solutions

Soit f une fonction continue sur [—6 ;8] dont le tableau de variations est le suivant (variations strictes sur
chaque intervalle) :

-3 -1

Donner le nombre de solutions de chaque équation sur l'intervalle indiqué :
a) f(x)=2sur [-6;8] b) f(z) =0 sur [-2;3]
c) f(z)=5sur [-6;8§] d) f(z)=—-2sur [-2;3]

Correction

a) 3 solutions : 2 € [-3;4],2 € [-1;4] et 2 € [-1;7], et f est continue et strictement monotone sur chacun
des trois intervalles [—6; —2], [-2;3], [3;8].

b) 1 solution : sur [—2;3], f décroit strictement de 4 & —1 et 0 € [—1;4].

c) 1 solution : sur [—6;3], f prend ses valeurs dans [—3;4], qui ne contient pas 5; sur [3;8], f croit de —1
ATethe[—1;7).

d) 0 solution : sur [—2;3], f prend ses valeurs dans [—1;4] et —2 ¢ [—1;4].

Bilan : si f est continue et que k est compris entre les valeurs prises aux extrémités, I'équation f(x) =k a
au moins une solution.
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

% Théoréme 2.2 : Théoréme des valeurs intermédiaires (T.V.I.)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a, b deux éléments de I. Pour tout réel k& compris entre
f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel que f(c) = k.

A (Cr)
. AN

1

1
1
1
1
1
1
1
|
o| it c1 c2 c3 c4

Y

SEEVEE Une équation trigonométrique
s

1
Montrons que ’équation sinx = 5 admet au moins une solution dans [0; 5}

<1, le T.V.I. assure

| =

La fonction f : x — sinz est continue sur [0;%], f(0) =0 et f(%) = 1. Comme 0 <

1
que f(z) = R admet au moins une solution dans [0; Z].

Proposition 2.9 : Cas ou f(a) x f(b) <0

Si f est continue sur [a;b] et si f(a) x f(b) < 0, alors I’équation f(z) = 0 admet au moins une solution
dans Ja;b|.

Exemple 2.9

Montrons que I’équation 2® — 2 = 0 admet au moins une solution dans [0;2].
Soit f(z) = 2% — 2, continue sur R, donc sur [0;2]. On a f(0) = —2 et f(2) = 6, donc f(0) x f(2) < 0 : d’apres
le T.V.I., "équation f(z) = 0 admet au moins une solution dans ]0;2][.

Proposition 2.10 : Existence et unicité

Si f est continue et strictement monotone sur [a;b] et si f(a) x f(b) < 0, alors "équation f(x) = 0 admet
une unique solution dans |a;b[.

Preuve. Ezistence : proposition 1. Unicité : si ¢ < ¢’ étaient deux solutions dans Ja;b[, la stricte monotonie
donnerait f(c) < f() ou f(c) > f(), ce qui contredit f(c) = f(¢') = 0. |

Exemple 2.10

Montrons que I'équation z* + 23 + 3z = 4 admet une solution unique dans [0; 1].

Soit f(z) = 2* + 23 + 3z — 4, continue sur [0;1]. Comme f'(z) = 42% +32%+3 > 0 sur [0;1], f est strictement
croissante. De plus f(0) = —4 et f(1) = 1, donc f(0) x f(1) < 0. D’apres la proposition 1, f(z) = 0 admet
une unique solution dans ]0; 1].
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

Application 2.7 : Existence et unicité d’une solution

Montrer que 'équation x/z — x = 1 admet une unique solution dans [1;4].

Correction

Soit f(x) = zv/x —x — 1 sur [1;4] : f est continue (produit et somme de fonctions continues). f'(z) =
5V —1>3—1>0sur [1;4] : f est strictement croissante. f(1) = —1 et f(4) =8 —4—1 = 3, donc
f(1) x f(4) < 0. D’apres la proposition 1, I’équation f(z) = 0, c’est-a-dire zv/z — 2 = 1, admet une unique
solution dans ]1;4].

9 Méthode de dichotomie

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a;b] telle que f(a) x f(b) < 0 : I'équation f(x) = 0
admet une unique solution « dans Ja ;b[. Pour encadrer «, on utilise la méthode de dichotomie :

1. On calcule le centre ¢ = GT de [a;b], puis f(c). Si f(c) =0, alors a = ¢; sinon « € |a;c[ ou @ € |c; b].

2. On recommence sur l'intervalle qui contient a jusqu’a atteindre I’amplitude voulue (celle de [a;b] est b — a).

Encadrer /2

Soit f(x) = 23 — 2.

1. Emistence et unicité d’une solution dans |1;2[. f est un polynoéme, continue sur [1;2]; f/(z) = 322 > 0 sur
[1;2], donc f est strictement croissante. De plus f(1) = —1et f(2) =6: f(1) x f(2) < 0. D’apres le T.V.IL.,
f(z) = 0 admet une unique solution « dans |1;2[.

2. Encadrement d’amplitude 0,25. Le centre de [1 ;2] est % et f(%) > X f(%) <0,doncl <ac< %
(amplitude 0,5). Le centre de [1 ; %] est % et f(%) = —% <0:f 751) X f(%) < 0, donc % <a< % (amplitude
0,25).

Fonction réciproque

0 Fonction réciproque d’une fonction continue strictement monotone

Activité 2.6 : Retrouver y a partir de z

Soit f la fonction définie sur I = [1;3] par f(z) = 2% — 2.
1. Montrer que f est continue et strictement croissante sur I.

2. Déterminer Uintervalle J = f(I).

3. Soit x € J et y € I. Montrer que : f(y) =z < y=1++Vx+ 1L

Correction

1. f est un polynéme, donc continue; f'(x) = 2(x — 1) > 0 sur ]1;3] : f est strictement croissante sur I.
2. J=f(I)=[f(1);fB3)] = [-1;3].
3. fly) =2 = y*-2y—2=0 < (y—1)’=2+1.Commey >1,onay—1>0,donc (y—1)?=2+1 <

y—1l=+vax+1(avecx+1>0carx € J), soit y=1+ vz + 1.
Ainsi, tout z € J possede un unique antécédent y € I : y =1+ vz + 1.
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Propriété 2.11 : Fonction réciproque

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f admet une fonction réciproque, notée
f~1, définie de f(I) vers I par

vee f(I), Vyel :  [fl@)=y <= fly) ==

Remarque : Conséquences

fHe) =y fly) ==
1'{ = {

2. Vezel): ™ 1Of(w)z

3. (Vo€ f(I)) : !

SEIEYAPE La fonction racine carrée
Soit f(z) = /x sur I = [0;+o0].
1. f est continue et strictement croissante sur I : elle admet une fonction réciproque définie sur f(I)

[£(0) s limg s o0 f (2)[ = [0 4-00].
2. Pourz>0ety>0: fl(z) =y < fy=2z < y=2z% Donc f~!(z) = z? pour tout z € [0;+o0[.

3. Pourz >0: f~lo f(z) = (\/5)2 =zet fofl(z)=Va?=uz.

Application 2.8 : Déterminer une fonction réciproque

Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J & déterminer, puis déterminer
f () :
a) f(zx)=22+1,I=]-00;0]; b) f(x) =2+ V1 -z, I =]—00;1].

Correction

a) f est continue (polynome) et f'(x) = 2z < 0 sur |—00;0[ : f est strictement décroissante sur I. Elle
admet donc une réciproque définie sur J = f(I) = [f(0);limy—_oo f(x)[=[1;400]. Pour x € Jet y <0 :
fly)=z &= y*=2-1 <= y=—/x—1 (car y < 0). Donc f~1(x) = —v/x — 1 sur [1;+o0].

b) f est continue sur I (composée); = — 1 — z est décroissante et \/~ croissante, donc f est strictement
décroissante sur I. Elle admet une réciproque définie sur J = f(I) = [f(1) ;limz—,_o f(2)] = [2; +00[. Pour
zeJety<l:fy)=z < JI-y=z-2 < 1-y=(z—2)% (carz—2 > 0), soit y = 1 — (z—2)2
Donc f~1(z) =1 — (z —2)% sur [2; +oo].

Propriété 2.12 : Propriétés de la fonction réciproque

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I.
1. f~! est continue sur f(I) et varie dans le méme sens que f.

2. Dans un repere orthonormé, les courbes Cy et Cy-1 sont symétriques par rapport a la droite d’équation
Yy = .

SEIEVAER Représentation graphique
Les courbes de f : z+ /T et de f~!: 2 — 22 (sur [0;+oco[) dans un repére orthonormé :
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Racine n-iéme et puissances rationnelles

o La fonction racine n-iéme

Activité 2.7 : De z" a la racine n-iéme

Soit n € N* et f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = z™.
1. Montrer que f admet une fonction réciproque définie sur [0; +oo].

2. Pour z > 0, que représente le nombre f~!(x)?

Correction

1. f est continue (polynéme) et strictement croissante sur [0;+oo[ : si 0 < a < b, alors a™ < b™. De plus
f(0) =0 et liril f(x) = 400 : f( [0;+oo[) = [0;4o0[. D’apres la propriété 1, f admet une fonction
T—r1+00

réciproque définie sur [0; +oo].

2. f71(x) est V'unique réel y > 0 tel que y™ = x : c’est la racine n-iéme de x, notée /z.

Définition 2.5 : Racine n-iéme

La fonction z — 2™ (n € N*) admet sur [0;+oo[ une fonction réciproque, notée x — /z. Pour x > 0, le
nombre {/x est appelé la racine n-iéme de x : c’est 'unique réel positif y tel que 3" = .
Cas particuliers : /z = z; ¥z = /x (racine carrée) ; J/x se lit « racine cubique de x ».

Propriété 2.13 : Continuité et variations

La fonction x — {/z est continue et strictement croissante sur [0;+oo], et lirf {/z = +o00. Dans un
T—r+00

repere orthonormé, sa courbe est symétrique de celle de x — 2™ par rapport a la droite d’équation y = x.
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 2 — Continuité d'une fonction

Remarque : Conséquences

Pour tous z,y € [0;+o0] :

1. Y=y < z=y" 3. Yr< fy <= =<y

2. Yx=3fy = x=y 4. Yar =z et ({Yz)" =2

Dans ce chapitre, {/z n’est définie que pour z > 0. Ainsi /—8 n’est pas considérée ; "équation 2> = —8 se
résout directement : z = —2.

Exemple 2.14 Equations et inéquations
)

Yz = 4. L’équation est définie sur [0; +oo et /z =4 <= z=43=64: 5 = {64}.
J/x < 2. Elle est définie sur [0;+o0o[ et /7 <2 <= < 2°=32:5 = [0;+00[N

» Résolvons (E;
» Résolvons (E32)
|—00;32] =[0;32].

T by

Propriété 2.14 : Regles de calcul
Soient a,b € [0;+oo[ et n,m € N* :

e Yax Vb= Vab Y
Ya)" = Vam

Exemple 2.15

o Simplifions A =

V33 x I3x V32 U3tz Y360 3 )
- /34 “"B3 ZNE EN

« Comparons V3 et ¥/2: ¢/3= /33 = ¥/27 et V2= V25 = ¥/32. Comme 27 < 32, on a /3 < /2.

A

Application 2.9 : Racines n-iemes

25 x 128 000 000
q q 6
1. Simplifier A = \/ — e

2. Résoudre dans R : (E): v/3z —4=2 puis (F): v2r—3<2.

Correction

25+13 6 218 6 23 4
1. 128000000 = 27 x (2x 5)0 = 213 x 56 et 272 = 35. Donc A = f/TM — 3;? o ;5 - 30

2. (E) estdéﬁniepour?)x—élz0,soitx2%;\5/31:—4:2 = 3r-4=22=32 = z=12:
S = {12}.
(F) est définie pour 2z —3 > 0, soit > 3; V22 —3 <2 <= 20 -3 <20 =64 < :c<%:
S=[3:F[
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0 Puissances rationnelles d’un réel strictement positif

Définition 2.6 : Puissance rationnelle

Soient a > 0 et r = L un rationnel (p € Z, ¢ € N*). On appelle puissance rationnelle de a d’exposant r le

réel

o’ = g1 = vaP.

En particulier {/a = ar.

Propriété 2.15 : Reégles de calcul

Soient a,b > 0et r, 7" € Q :

° aT‘ X a'r" _ a'r‘—‘r'r/ . l 4 r o (a,r)r/ _ ar,r/
o a” xb" = (ab)" a’ a” a\"
° a = O,T_r/ ‘ b_T' - <E>
a”’
Exemple 2.16
2 7 7 -3 4/° 1
o 87 82 =64 et 61=163= :
V216
° A: 352>( 65:5% X5%:5%+%:5%
V272 x /Bl x93 33 x3x3° 3%
L4 A = 17 == 17 = j = 3
373 33 33
Application 2.10 : Puissances rationnelles
/35 x 49 x (3/9)°
1. Simplifier A = \/5_ (\/_) .
V3
2. Comparer V3, V4 et V/15.
3. Déterminer x tel que (22 — 1)% 16.
1 2 6
1 A= 2 XX gt t a2

35
2. On réduit au méme indice 20 : /3 = V/3° = V243, ¥4 = V4% = /256, Y15 = V152 = %/225.
Comme 225 < 243 < 256 : V15 < v/3 < V4.

3. L’expression est définie pour 2z —1 > 0. Soit t =2z — 1 > 0 : t5 =16 (t%)2 =16 <« t5 =
65
4 <= t =43 =64. Donc 2z — 1 = 64, soita:zg.
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Exercices — Continuité

Exercice 2.1 : Vrai ou faux? i

Dire, en justifiant, si chaque affirmation est vraie ou fausse.
1. = — |z| est continue en 0.

. La fonction partie entiere F est continue en 1.

. Si f est continue en a, alors | f| est continue en a.

= W N

. Si |f] est continue en a, alors f est continue en a.

Correction

1. Vrai : lim,_, |z| = 0= |0|.

2. Faux : F(1) =1 mais lim F(z) =0# E(1).

r—1
3. Vrai : |f] est la composée de f (continue en a) et de la fonction valeur absolue (continue en f(a)).

1 siz>0

4. Faux: f(z) = ¢, o

f(0) =1).

vérifie |f| = 1, continue en 0, mais f ne l'est pas (lim, ,o- f = —1 #

Exercice 2.2 : Continuité en un point Yk

Etudier la continuité de f au point z indiqué.

2
¢ —4 .
1. flx) =4 z—2 siz# 2 Ty = 2.
4 sixz=2
sin x
2. fl) = siz#0 20 =0
0 siz=0

—————— siz e [-1;0[U]0;+o0]
3. f(z)= z xg = 0.

— sizx=0

1. Pour = # 2, f(x) = = + 2 donc lim, 5 f(x) =4 = f(2) : f est continue en 2.

sinz

2. lin% = 1#0= f(0) : f n’est pas continue en 0 (elle le deviendrait en posant f(0) = 1).
T
(z+1)—1 1 , 1 .
3. Pour z # 0, f(x) = = , donc lim, z) === f(0) : f est continue en 0.
PO S S E T T Veria 0 f(@)=5=10):f

Exercice 2.3 : Déterminer un parameétre Yk

2

ré—x—2 .
1. Soita € Ret f(z) = x—2 sie>2 Déterminer a pour que f soit continue en 2. Que dire alors

axr + 1 six < 2.
de f sur R?
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vVe+3-2 -1
2. Soit g(z) = r—1 St Déterminer a pour que g soit continue en 1.
ax? six <1.

Correction

1. Pour # > 2 : 22 —2 -2 = (v —2)(z + 1), donc f(z) = o + 1 et lim, o+ f(z) = 3. Par ailleurs
lim, ,o- f(x) = f(2) =2a+ 1. f est continue en 2 <= 2a+1=3 <= a=1. Alors f(z) =z + 1 sur
R tout entier : f est continue sur R.
3)—4 1 1
2. Pour z > 1: g(x) = (z+3) = , donc lim,_,1+ g(z) = T Et lim, - g(z) =

(z—1)(Vr+3+2) 1\/1:+3+2

g(1) = a. Donc g est continue en 1 <= a = 1

Exercice 2.4 : Partie entiére Yk

Soit n € Z.
1. Soit f(z) = z — E(z). Etudier la continuité de f & droite et & gauche en n, puis sur [n;n + 1[. f est-elle
continue sur R 7

2. Soit g(z) = E(z) + v/ — E(x). Montrer que g est continue sur R.

Correction

1. Sur [n;n —|— 1, E(x) = n donc f(z) =z —n : f est continue sur [n;n + 1], en particulier & droite en n
(f(n) =0 =lim,_,,+ f). A gauche en n : pour z € [n — 1;n[, f(z) =z — (n — 1), donc lim,_,,,- f(z) =
1# f(n ) =0 : f n’est pas continue & gauche en n. Donc f n’est pas continue en n et n’est pas continue
sur R (elle l'est sur chaque |n;n + 1[).

2. Sur [n;n+1[, g(x) = n+ vz —n : g est continue sur cet intervalle (composée et somme de fonctions
continues), donc & droite en n. En n & gauche : pour z € [n—1;n[, g(x) =n—-1++Vz—n+1et
lim,_,,- g(x) =n—141=n = g(n) : g est continue a gauche en n. Elle est donc continue en tout entier,
et aussi en tout réel non entier : g est continue sur R.

Exercice 2.5 : Image d’un intervalle %

Déterminer 'image J = f(I) dans chaque cas.
a) f()=a% T=]-2;1) b) fla)="1,
c) flz)=vx, I=]0;9] d) f(z)=2?

Correction

a) f est continue et strictement croissante sur I : f(I)

1f(=2); f(1)] =]-8:1].
Nlimg 400 f5 f(1)] =105 1].
[f(0); F(9)[=[0;3[.

d) f n’est pas monotone sur [ : on la découpe. Sur [—1;0] (décroissante) I'image est [0;1]; sur [0;2]
(croissante) l'image est [0;4]. Donc f(I) =[0;1]U[0;4] =[0;4].

b) f est continue et strictement décroissante sur I : f(I) =
c) f est continue et strictement croissante sur I : f(I) =
-
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Exercice 2.6 : Une équation et sa solution ¥k

Soit f(x) =23 + 2 — 1 sur R.
1. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « dans ]0;1[.

2. Par dichotomie, encadrer a par deux nombres d’amplitude 0,125.

Correction

1. f est continue sur [0;1] (polynéme) et strictement croissante (somme de deux fonctions strictement
croissantes). f(0) = —1 <0 et f(1)=1> 0, donc 0 € f([0;1]) = [~1;1] et 0 a un unique antécédent
acl0;1].

2. f(0,5) = 0,125+ 0,5 — 1 = —0,375 < 0 donc a € ]0,5; 1[. £(0,75) = 0,421875 + 0,75 — 1 = 0,171875 > 0
donc « € ]0,5;0,75[. £(0,625) = 0,244140625 + 0,625 — 1 < 0 donc « € 0,625 ;0,75 (amplitude 0,125).

Exercice 2.7 : Une équation avec racine Yk

Montrer que ’équation x + /2 = 3 admet une unique solution « dans ]1;2[, puis la calculer.

Soit f(x) = x + \/z, continue et strictement croissante sur [0;+oo[. f(1) =2 < 3 < f(2) = 2+ /2 (car
V2 > 1), donc 3 a un unique antécédent o € |1;2[.
_1-vE
2

—14+v13
——— Donc

—¢2
9 «

Calcul : avec t = \/z > 0, t? +¢ — 3 = 0, de racine positive t = ~ 1,697.

Exercice 2.8 : Point fixe et signe constant k%

1. Soit f continue sur [0;1] a valeurs dans [0; 1]. Montrer qu'’il existe ¢ € [0;1] tel que f(c) = c.

2. Soit g continue sur [0; 1], ne s’annulant jamais, avec g(0) = —1. Montrer que g(1) < 0.

Correction

1. Soit h(z) = f(x) — x, continue sur [0;1]. A(0) = f(0) > 0 et h(1) = f(1) —1 < 0, donc h(0)h(1) < 0.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0;1] tel que h(c) = 0, c’est-a-dire f(c) = c.

2. Par I'absurde : si g(1) > 0, alors g(1) > 0 (car g ne s’annule pas), d’ou ¢g(0)g(1) < 0 et, par le théoréme
des valeurs intermédiaires, g s’annulerait sur |0;1[ : contradiction. Donc g(1) < 0.

Exercice 2.9 : Fonction réciproque ki

1. Soit f(x) = 22 + 4z sur I = |—00; —2]. Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle J a
déterminer, puis expliciter f~1.

2. Soit g(z) = . °

+7 W I =]—1;+o00[. Méme question.

Correction

1. f est continue sur I. Pour a < b < —2: f(b) — f(a) = (b—a)(a+b+4) <Ocara+b < —4: f est
strictement décroissante. f(—2) = —4 et lim, ,  f = +oo, donc J = f(I) = [—4;+o0[ et f est une
bijection de I sur J.
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Poury € J:y=22+4r <= (2+2)? =y+4,etx+2 < 0domne z = —2 — /y+ 4. Donc
fYz) = -2 —+x+4 pour z € [~4;+o0].
1 bh—
2. g(x)=1- porag est continue sur I. Pour —1 < a < b: g(b)—g(a) = m > 0 : g est strictement
croissante. lim, , 1+ g = —o0 et lim,; 19 =1, donc J = g(I) = |—o0;1][.
Poury<1:y:xi+1 = yr+l)=2 = z(l—y) =y <~ w:%. Donc g~ !(z) = 1fx
pour z € |—o0; 1].
Exercice 2.10 : Equations et inéquations avec racines ki
Résoudre dans R :
a) V2r+1=3 b) Ve—-1=2
c) x°=-32 d) Va2=4
e) vr—1<2 f) V3x—4<2
a) 2zx+1=27,5={13}. b) —-1=16 (avecx > 1), S = {17}.
c) z=+/-32=-25={-2}. d) 2?2=64, 5 ={-8;8}.
e) r—1<8,5=]-00;9[ f) Ilfaut 3z—4 > 0;alors 3x—4 < 16. S = [%;23—0].
Exercice 2.11 : Calculs avec des racines Yk
Simplifier :
V2 x /2
A= 16— 54+ 4250, B=VRIxV27, C= %
A=2¥2-342+5¥2=4%2. B=3x31=3/3. C=2iti 1 =21=12
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Synthése 2.1 : Etude d’une fonction

Soit f(x) = a3 + 2/ — 1.

1. Déterminer I’ensemble de définition D de f et justifier que f est continue sur D.
Montrer que f est strictement croissante sur D.
Déterminer f(D).

Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution «, et que « € ]O; i [

AN B S

Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle & préciser. Calculer f~!(—1)

et f71(2).

Correction

1. D =[0;+oco[; f est somme de x — 22 et z +— 24/ — 1, continues sur D.
2. x> a3 et x> \/x sont strictement croissantes sur D, donc leur somme (avec le terme constant) aussi.

3. f est continue et strictement croissante sur D, f(0) = —1 et lim, , o f = +00 (car f(z) > 2® — 1).
Donc f(D) = [-1;+o0].

4. 0 € f(D) et f est strictement croissante, donc 0 a un unique antécédent c. f(0) = —1 < 0 et f(%) =
é+2x%—1:6i4>02a6}0;i[.

5. f est continue et strictement croissante sur D : c’est une bijection de D sur J = [~1;+4o0[, d'ott f~!
définie sur J. f(0) = —1 donc f~*(=1)=0; f(1) =1+2—1=2donc f~1(2) = 1.
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Test — Continuité

£
@ Continuité d’une fonction numérique 2BACSE - 1h30 - Date: ...........
NOM Bt PrENOM & Lt e e
Classe & i NC /20
Exercice 2.1 : Vrai ou faux
Dire si chaque affirmation est vraie ou fausse, en justifiant brievement 4pt
1. Si f(a)f(b) <0, '’équation f(z) = 0 admet une solution dans |a;bl.
2. La fonction partie entiére E est continue a droite en tout réel.
3. Si f est continue sur ]0;1[, alors f(]0;1[) est un intervalle ouvert.
4. -8 =-2.
1. Faux : il faut que f soit continue sur [a;b].
2. Vrai : sur [n;n + 1], E est constante égale a n.
3. Faux : x + 22 est continue sur |—1;1[ et I'image est [0;1].
4. Vrai: (-2)3 = -8.
Exercice 2.2 : Continuité
vr+5-2 |
. — siz> -1
Soit a € R et f(z) = r+1
22 +a six < —1.
1. Calculer lim f(x). 2pt
z——171
2. Déterminer a pour que f soit continue en —1. 1,5pt
3. Pour cette valeur de a, justifier que f est continue sur R. 1,5pt
4. Pour a = 0, f est-elle continue en —17 1pt
(x+5)—4 1 . 1
1. Pour z > —1: f(x) = = , donc lim,_, 1+ f(z) = —.
(@) (z+1)(Vz+5+2) Vr+5+2 w1t (@) = 7
1 3
2. f(-1)=14aetlim, , ;- f(zr) =1+ a. Continuité en —1 <= 1+4+a= 1= e=-7
1
3. Sur |—1;+o0|, f(r) = ———— est continue (quotient de fonctions continues, dénominateur non nul).
Lol (@) = =y (@ )
Sur |—o0; —1], f est polynomiale donc continue. Elle est continue en —1 d’apres 2.
1
4. f(-1)=1+# 1= lim, , 1+ f(x) : f n’est pas continue en —1.
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Exercice 2.3 : Théoréeme des valeurs intermédiaires

Soit h(x) = 23 — 3z + 1 sur R.
1. Calculer h(—2), h(—1), h(0), h(1), h(2).

[y
°
-+

2. En déduire que ’équation h(z) = 0 admet au moins une solution dans chacun des intervalles |—2; —1[
1051 et ]1;2[.

- N
< °
-+ -+

3. Justifier que ce sont les seules solutions.

4. Soit § la solution de |1;2[. Encadrer § par deux nombres d’amplitude 0,25.

N
°
-+

1. h(=2) = —1, h(—1) = 3, h(0) = 1, h(1) = —1, h(2) =

3.
2. h est continue (polynoéme); h(—2)h(—1) < 0, h(0)h(1) < 0, h(1)h(2) < 0. Le TVI donne une solution
dans chaque intervalle.

3. Ces trois intervalles sont disjoints et un polynéme de degré 3 a au plus trois racines.

4. h(1,5) = 3375 —45+1 = —0,125 < 0 et h(1,75) = 5,359375 — 5,25 + 1 = 1,109375 > 0. Donc
Bell,5;:1,75].

Exercice 2.4 : Fonction réciproque

Soit f(x) = 2% — 2z + 3 sur I = [1;+o0].

1. Montrer que f est continue et strictement croissante sur I. 1pt
2. Déterminer J = f(I). 1pt
3. Montrer que f admet une réciproque f~! sur J et 'expliciter.

Correction

1. f est polynomiale, donc continue. Pour 1 < a < b: f(b) — f(a) = (b —a)(a+b—2) > 0 : strictement
croissante.

2. f(1) =2 et limy_ 100 f = 400, donc J = [2;+00].

3. f est continue et strictement croissante : bijection de I sur J. Pour y >2:y = (r —1)2+2 <= z =

1++y—2 (car x >1). Donc f~(z) =1+ vz — 2 sur [2; +o0].
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