I 2 BAC — Sciences Expérimentales (SP & SVT)

) Y 2026-2027 - version 2.1
N

ABDELLAOUI Mathématiques Lycée

— ACADEMY —

DERIVATION D’UNE FONCTION
NUMERIQUE

approximation affine, calcul de dérivées (opérations, composée, réciproque, racines), puis variations, extre-
mums et concavité.

Objectifs o Etudier la dérivabilité en un point, & droite et & gauche ; interpréter graphiquement
o Utiliser I'approximation affine d’une fonction
o Calculer la dérivée d’une somme, d’un produit, d’un quotient, d’'une composée
o Dériver une fonction réciproque et les racines n-iémes
o Etudier variations, extremums, concavité et points d’inflexion

Prérequis e Limites de fonctions, continuité
» Dérivation et variations d’'une fonction (1 BAC)

‘ En quelques mots. Ce chapitre étudie la dérivabilité d’une fonction numérique : nombre dérivé, tangente,

SAAO T GER o Activités de découverte
gogiques o Applications guidées

o Exercices corrigés par théeme
e Synthese et test

18 heures (indicatif)
Test de fin de chapitre (1 h 30)

ﬁl contact@abdellaouiacademy.com © 2026 ABDELLAOUI ACADEMY

v abdellaouiacademy.com - Tous droits réservés

L Suftde, Maee Reproduction interdite
ABDELLAOUI '

— ACADEMY —




¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique
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B Dérivabilité en un point

0 Nombre dérivé et tangente

Activités

¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

Activité 3.1 : Du taux d’accroissement au nombre dérivé

Soit f(z) = 22 et A le point de Cy d’abscisse 1. Pour h # 0, soit M}, le point de C; d’abscisse 1 + h.
1. Calculer le coefficient directeur 7(h) de la droite (AMjy).

2. Calculer lim 7(h).
h—0

3. Que devient la droite (AM},) lorsque My, se rapproche de A?

Correction

fA+h) —f(A)  (A+h)?>—1 _ 2h+h

1. 7(h) = = =2+ h
T = =ar = h h +
2. lim (2 +h) = 2.
h—0

3. Les droites (AMj},) se rapprochent de la droite passant par A de coefficient directeur 2 : c’est la tangente
aCyen A

Définition 3.1 : Dérivabilité en un point

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant xg. On dit que f est dérivable en xq s’il
existe un réel ¢ tel que

lim
h—0

IO

T—T0 Tr — X0

f(zo +h) — f(zo) _
0 . 0 —B).

Le réel £ est appelé le nombre dérivé de f en g ; on le note f(x).

Définition 3.2 : Tangente

Si f est dérivable en g, la courbe C; admet au point A(mo i f (xo)) une tangente, droite passant par A de
coefficient directeur f'(zo) :

(T) = y = f'(wo) (z — wo) + f (o).

Si f(xg) = 0, la tangente est paralléle & ’axe des abscisses.

Remarque : Construire la tangente

Pour tracer (T') : on place A, puis le point B tel que
AB = Tet le point C tel que BC — f'(x0) J; 1la droite
(AC) est la tangente.
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Application 3.1 : Nombre dérivé et tangente

Soit f(z) =1 — x? sur R.
1. Calculer le nombre dérivé de f en a = 1.

2. Déterminer une équation de la tangente a Cy au point d’abscisse 1.

Correction

- f1 1—2? —(z—1 1
1. lim f@) = /1) = lim T~ lim =Dl = lim (— (z+1)) = —2. Donc f est dérivable en
r—1 r—1 z—1 v —1 r—1 r—1 z—1
let f/(1)=-2

2. (T):y=f'(1)(x—1)+ f(1) avec f(1)=0: (T):y=—2z+2.

0 Dérivabilité a droite et a gauche

Activités

ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

Activité 3.2 : La valeur absolue en 0

f(@) = £(0)

Soit f(z) = |z|. Pour = # 0, on pose 7(z) = —3

1. Calculer 7(z) pour z > 0, puis pour z < 0.

2. En déduire lim 7(z) et lim 7(z). La fonction f est-elle dérivable en 07
z—07t z—0~

Correction

1. Sil‘>0IT(LL‘):£:1;8i1’<027'(33)=_—x=—1.
T x
2. lim 7(x) = L et lim 7(z) = —1 : les limites & droite et & gauche sont différentes, donc 7 n’a pas de

z—0t z—
limite en 0 : f n’est pas dérivable en 0, bien qu’elle y soit continue.

Définition 3.3 : Dérivabilité a droite, a gauche

Soit f définie sur un intervalle contenant x.

x)— f(z
o f est dérivable a droite en xg s’il existe ;3 € R tel que lim M
w—)war T — X

= {4. On note f)(zg) = £q
(nombre dérivé a droite).

o f est dérivable a gauche en xq sl existe £, € R tel que lim
Ty T — o

- On note f;(zo) = ¢,

(nombre dérivé a gauche).

Propriété 3.1 : Caractérisation

Soit f définie sur un intervalle ouvert contenant xg. Alors

[ est dérivable en 29 <= f est dérivable a droite et & gauche en zg et fj(zo) = fy(wo).
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

Application 3.2 : Fonction définie par morceaux

22 siz>0

wollh @) = {$2 siz <O0.
1. Montrer que f est dérivable a droite et a gauche en 0.

2. f est-elle dérivable en 07 Quelle est I’équation de la tangente en 07

Correction

G N (. - . ’
1. O 0)=0. lim ——— = lim — =1 —x)=0: t d ble a droit 0, f;,(0) =0.
na f(0) Jim v Jim — xi}%{r( x) f est dérivable & droite en 0, f}(0)
im L& =FO i Tl 2 =0 f est dérivable & gauche en 0, £1(0) = 0.
z—0~ X z—0~- T z—0~

2. f3(0) = f;(0) = 0, donc d’apres la propriété 2, f est dérivable en 0 et f’(0) = 0. La tangente en 0 est
I’axe des abscisses : y = 0.

SENWEREE Point anguleux

_ (x+3)3+2 six>-2
Soit =
oit J () {—(m +3)2+4 siz< -2

T4)
Ona f(—2)=3et: (Ty)
e fi(—2) = 3 : demi-tangente & droite y = 3(z +2) + 3,
T > —2;
e fy(—2) = —2 : demi-tangente & gauche y = —2(x + 4
2)+3,z< -2
Comme fy(—2) # fy(—2), f n'est pas dérivable en —2 : T

A(—2;3) est un point anguleuz de Cy.

Application 3.3 : Dérivable ou non?

Etudier la dérivabilité en 0 de f(x) = z|z| et de g(z) = |z| — 22.

Correction

PRRICInS (O — 0 : f est dérivable en 0, f(0) = 0.
€T T—
Q:M:m—xvaut l—z—1pourz>0et —1—z— —1pourz<0:gj0)=1%#g;(0) =—1,

T
donc g n’est pas dérivable en 0 (0 est un point anguleux).

e Demi-tangente verticale

Propriété 3.2 : Demi-tangente paralléle a I’axe des ordonnées

Soit f continue en xg.
o fE) )
:c—):vg T — Xo
vers le haut (resp. le bas).

e Si lim M = —o0 (resp. +00), Cy admet a gauche de zg une demi-tangente verticale dirigée
TTy T — o

vers le haut (resp. le bas).

= +00 (resp. —00), C¢ admet a droite de o une demi-tangente verticale dirigée
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

Dans chacun de ces cas, f n’est pas dérivable (a droite ou a gauche) en z.

S ERIPA La racine carrée en 0

— 1
f(z) = y/z est continue en 0 et, pour x > 0, M = ﬁ = — —— 4o00. f n’est pas dérivable a
x x VT 20t

droite en 0; Cy admet & droite de 0 une demi-tangente verticale dirigée vers le haut (I’axe des ordonnées).

Application 3.4 : Interprétation géométrique

Soit f(z) = V4 — 22 sur [-2;2].

1. Montrer que f n’est pas dérivable a gauche en 2 ; interpréter géométriquement.

2. Montrer que f n’est pas dérivable & droite en —2; interpréter géométriquement.

1. f(2) =0. Pour z € |-2;2[ : f(xa)c : 5(2) = \/(2__(;1(3:;_ z) = —\/Zti — (car 24z — 4 et

2 — 2 — 0T). f n’est pas dérivable a gauche en 2; Cy admet & gauche de 2 une demi-tangente verticale
dirigée vers le haut.

2. f(—=2) =0. Pour z € |-2;2[ : T2 = S D o +00. f n’est pas

dérivable a droite en —2; Cy admet a droite de —2 une demi-tangente verticale dirigée vers le haut. (Cs
est le demi-cercle supérieur de centre O et de rayon 2.)

f@) - 1(=2) _ VE—a)C+w) _ \/2_:”

0 Dérivabilité et continuité

Propriété 3.3 : Dérivable implique continue

Si f est dérivable en xg, alors f est continue en z.

f(x) = f(=0)

Preuve. Pour z # ¢ : f(x) — f(xg) =
x —
f'(x0) et le second vers 0; donc f(z) — f(xo) — 0, c’est-a-dire limy_,, f(x) = f(z0). W [

Remarque : La réciproque est fausse

x + |z| et & — /x sont continues en 0 sans y étre dérivables. Par contraposée : une fonction non continue en
xg n’y est jamais dérivable.

X (x — xp). Quand = — xg, le premier facteur tend vers
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

“ Approximation affine

Activités

Activité 3.3 : Remplacer une courbe par sa tangente

Soit f(x) = x? et a = 1; on rappelle f/(1) = 2.
1. Pour h € {0,1; 0,01 ; 0,001}, calculer f(1+ h) et 1+ 2h.

2. Calculer 'écart f(1+ h) — (1 + 2h). Que constate-t-on ?

Correction

1. h=0,1:121¢et 1,2; h=0,01:1,0201 et 1,02; h = 0,001 : 1,002001 et 1,002.

2. L’écart vaut exactement (1 + h)%2 — 1 —2h = h? : il est trés petit devant h quand h est proche de 0. Au
voisinage de 1, 22 est bien approchée par la fonction affine 1+ 2h = f(1) + f'(1)h.

Définition 3.4 : Approximation affine

Soit f dérivable en a.
o La fonction u : z — f(a) + f'(a)(z — a) est la fonction affine tangente & f en a.
o Pour z proche de a : f(x) = f(a) + f'(a)(x — a); ou, avec x = a + h et h proche de 0 :

fla+h)~ f(a)+h f'(a).

Remarque : Approximations usuelles en a = 1

h
Pour h proche de 0 : (1+h)?~1+2h ; (1+h)3~1+3h ; \/1+h%1+§; H—hzl—h.

ST Approcher /9,002

. Vo —3 1 1 1
= = == Dl 3 — —:f(99==.D
Soit f(z) =+/x,a=9, h=0,002. Pour x #9 —Eo N — 109) 5 Donc
0,002

V/9.002 = £(9+0,002) ~ £(9) +0,002 f'(9) = 3+ == = 3,0003333.

La calculatrice donne 3,00033331... : 'erreur est de ordre de 2 x 1078,

Application 3.5 : Approximation affine

Soit f(z) = (z +1)? sur R.
1. Montrer que f est dérivable en 1 et calculer f'(1).

2. Déterminer la fonction affine tangente g a f en 1.

3. En déduire une valeur approchée de (2,00001)2.

Correction
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¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

- (x —1)(z + 3)
t a1 x—1 r—1 z—1

2. g(z)=f(O)+ f/(W)(x—1)=4+4(z—1) = 4z.
3. (2,00001)2 = £(1,00001) ~ ¢(1,00001) = 4,00004 (valeur exacte : 4,0000400001).

= linri(az +3) =4: f est dérivable en 1, f/(1) = 4.
T—r

m Fonction dérivée

0 Dérivabilité sur un intervalle

Définition 3.5 : Dérivabilité sur un intervalle

Soient a < b deux réels.

o f est dérivable sur]a;b] si elle est dérivable en tout point de ]a;b|.

o f est dérivable sur [a;b] si elle est dérivable sur |a;b[, dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b.

o On définit de fagon analogue la dérivabilité sur [a;b] (dérivable a droite en a) et sur |a;b] (dérivable a
gauche en b).

Définition 3.6 : Fonction dérivée, dérivées successives

Soit f dérivable sur un intervalle I. La fonction dérivée de f est la fonction f': x — f’(x) définie sur I.
Si f’ est dérivable sur I, sa dérivée est la dérivée seconde f” = (f')’. En général, f(") = (f("_l))' est la
dérivée n-ieme de f.

o Dérivées des fonctions usuelles

Propriété 3.4 : Tableau des dérivées usuelles

f(z) Ensemble de f(x) Ensemble de
définition de f définition de [’
k (constante) R 0 R
x R 1 R
2" (n e N*, n>2) R nz"! R
1 1
p t
sin R cos T R
cos T R —sinz R
1
tan x R\ {Z +km, keZ} 1—i—‘53un2:r::cos2 R\ {Z+km keZ}
x

Application 3.6 : Dérivées successives

Calculer f/, f" et f" pour f(x) = 2* — 2% + 3z, puis ¢/, ¢" et ¢"’ pour g(x) = cosz.
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

fl(x) =423 —4x+3, f'(z)=1222 -4, f"(z)= 24x.
g (z)=—sinz, ¢"'(x)=—cosz, ¢"(z)=sinz.

Opérations sur les fonctions dérivables

Propriété 3.5 : Opérations

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et k£ un réel. Les fonctions w + v, ku et uv sont
dérivables sur I et :

1. (u+v) =d +v; (ku) =ku; (w) =u'v+u'.

: R -
Si v ne s’annule pas sur I, les fonctions — et — sont dérivables sur [ et :
VoW

(1)' v (u)’ u'v — uv'
2.(;) = G) = —
v v v v

Pour n € Z* (avec u ne s’annulant pas sur I si n < 0), u" est dérivable sur I et

3. (W) =nu u" L.

Remarque : Conséquences

Toute fonction polynomiale est dérivable sur R; toute fonction rationnelle est dérivable en tout point ou elle
est définie, c’est-a-dire sur tout intervalle inclus dans son ensemble de définition.

Application 3.7 : Calculer une dérivée

Etudier la dérivabilité de f sur lintervalle I donné, puis calculer f’ :
1. f(x)= gw3—7x2—9$+\/§, I=R.
2. f(x) =x3cosz, I=R.

3. f@) =T,

4. f(z)=(-2z*+2-3)", I=R.

I=]0;4o00].

Correction

5 15
1. Fonction polynomiale, donc dérivable sur R : f/'(z) = 3 x 3z2 — 14z — 9 = 7302 — 142 — 9.

3

2. Produit de u(x) = 2® et v(x) = cos x, dérivables sur R : f'(z) = 322 cosx — 23 sin x.

3. Quotient de u = \/z et v = 2+ 1, dérivables sur ]0; +oo|, avec v > 0 :
1
f,(x):m(93+1)_\/5_(x+1)—2x 1-z

4. u(z) = —2z* + x — 3 est polynomiale; f = u" : f'(z) = Tu/(x) u(x)® = 7(=8z3 + 1)(—22* + 2 — 3)S.

(z+1)2  2yz(r+1)? 2Va(z+1)?
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

Dérivée d’'une fonction composée

% Théoreme 3.1 : Dérivée d’une composée

Soit u définie sur un intervalle I et v définie sur un intervalle J tels que u(l) C J.
1. Si u est dérivable en a € I et v dérivable en u(a), alors v o u est dérivable en a et

(vouw)'(a) = w'(a) x v/(u(a))-
2. Si u est dérivable sur I et v dérivable sur u(I), alors v o u est dérivable sur I et, pour tout x € I :

(vou)(z) =u'(z) x v'(u(z)).

Application 3.8 : Décomposer une composée

Soit f(x) = cos(x? + 1) sur R.
1. Déterminer u et v telles que f = vou.

2. En déduire f'(x) pour tout x € R.

1. Avec u(z) = 22 + 1 et v(z) = cos z, dérivables sur R : (v ou)(z) = cos(z? + 1) = f(z).

2. f'(z) =/ (z) x V' (u(z)) =22 x (—sin(z® + 1)) = —2zsin(z? + 1).

Propriété 3.6 : Cas usuels

Soient a, b deux réels et u dérivable sur un intervalle I.

o (sin(axz +0b)) =acos(ax +b) et (cos(ax+0b)) = —asin(ax +0b) sur R;

o (tan(az + b))’ = a(1 + tan®(az + b)) sur tout intervalle ot ax + b # 5 + km;
/

e siu>0surl: (ﬁ)' Y Wl pour n € N* : (u") = nu'u""L.

Application 3.9 : Dérivée de /u et de u"

1. Montrer que f(x) = Va? 4+ 2 est dérivable sur R et calculer f.

2

est dérivable sur |—1;+oo] et calculer ¢'.
rz+1

2. Montrer que g(z) =

5
3. Calculer la dérivée de h(z) = (IALH) sur R.

Correction

2
1. u(x) = 2% +2>2>0sur R, donc f est dérivable sur R et f’(x) ’ <

T ovzZi2 Jaiio
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¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

2 2 o’ BCESV
2. Sur |-1;4o00[, x +1 > 0 donc u(z) = SR > 0; u(z) = ~@T e Jd(z) = N = e =
z+1
-1 B -1 1
(z+1)2v2/vz+1 V2(@+1)vz+1 V2@ +1)3
x ) (z* +1) — 42* 1—3z4 4 5zi(1—32%)
3. ule) = gy est rationnelle, v'(z) = rm e = Gay e Pone Ml@) = 8wt = —p gy

Dérivée d’une fonction réciproque et des racines
Q Dérivée d’une fonction réciproque

 Théoreme 3.2 : Dérivée de la fonction réciproque

Soit f continue et strictement monotone sur un intervalle I, J = f(I) et f~! sa fonction réciproque.
1. Si f est dérivable en a € I et f'(a) # 0, alors f~! est dérivable en b = f(a) et

Remarque : Interprétation graphique

Les courbes de f et de f~! sont symétriques par G Y=z
rapport a la droite y = x ; les tangentes aux points .
symétriques A(a;f(a)) et B(f(a) ;a) le sont aus- R4
si, d’ou des coeflicients directeurs inverses I'un de e

l’autre. . B

Si f’(a) = 0, la tangente en A est horizontale et celle ¢ Cp
de Cy-1 en B est verticale : f ~1 n’est pas dérivable L

en f(a).

Y

Application 3.10 : Dériver une réciproque

Soit f(x) = 2?4+ 1 sur I = [1;+o0].
1. Montrer que f admet une fonction réciproque définie de J sur I, avec J a déterminer.

2. Calculer f(3) et f/(3).
3. Montrer que f~! est dérivable en 10 et calculer (f~1)/(10).
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

Correction

1. f est dérivable sur I et f'(x) = 2x > 0 : f est continue et strictement croissante, donc bijective de I sur
J=f(I)=[2;400 (car f(1) =2 et limy_400 f = +00).

2. f(3) =10 et f/(3) = 6.

3. [ est dérivable en 3 avec f'(3) # 0, donc f~! est dérivable en f(3) =10 et (f71)/(10) = ——— =

9 Dérivée de la racine n-ieme

Propriété 3.7 : Dérivée de z — {/x

Soit n € N*, n > 2. La fonction f : x — {/z est dérivable sur ]0; +oo| et

1 1
Ve >0, fl(#)=—— = —gn L

Preuve. g : x +— 2" est continue, strictement croissante sur ]0; +oo[ et ¢’(z) = nz™ ! # 0. Sa réciproque est

1
= x, dérivable sur g(]0;+o00[) =]0;+oo[, et d’apres le théoréme 1, f/(z) = = .0 N
v (103 Fool) =105+l @ e

Propriété 3.8 : Racines et puissances de

Soit u strictement positive et dérivable sur un intervalle I, n € N* et r € Q*. Alors {/u et u” sont dérivables
sur [ et

Application 3.11 : Dériver des racines

Déterminer la dérivée de f sur 'intervalle I :
1. f(z) = %, I=]0;+00['
f(z)=+vz2+1, I=R.
f(z) =+v2+4cosz, I=R.
(z) =

(23 +V5)3, I=][0;+o0].

wlro

flx

1. f/(z) =

3v/x2

2
2. 224+1>0: fl(z) = ° °

1Y@ 1137 2@t 1

—sinx

3. 24+cosz>1>0: fl(a) = ———————.
f@) 53/(2 4+ cosx)?
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

22

V13 + /5

Wl

2 _
4. x3+\/5>OsurI:f’(x):§x3w2($3+\/3)

Variations et extremums

o Sens de variation

Propriété 3.9 : Dérivée et monotonie

Soit f dérivable sur un intervalle [.

o f/>0surl <= fcroissante sur I ; f'<O0surl <= f décroissantesur I ; f' =0surl < f
constante sur [.

e Si f/ > 0 sur I, sauf éventuellement en un nombre fini de points ou elle s’annule, alors f est strictement
croissante sur I. De méme avec f’ < 0 et strictement décroissante.

Application 3.12 : Etude des variations

Soit f(x) = 23 — 3z sur R,
1. Montrer que f est dérivable sur R et calculer f’.

2. Dresser le tableau de variations de f.

1. f est polynomiale donc dérivable sur R : f/(z) = 322 — 3 = 3(z — 1)(x + 1).

2. f’ est positive a I'extérieur des racines —1 et 1 et négative entre elles : f est croissante sur |—oo; —1] et
sur [1;+o00[, décroissante sur [—1;1].

4 —00 -1 1 +00
[ () + 0 - 0 N
2 +o0
@ | TN
—00 -2

9 Extremums

Propriété 3.10 : Dérivée et extremums

Soit f dérivable sur un intervalle ouvert I et o € I.
1. Si f admet un extremum en «, alors f’(«) = 0.

2. Si f’ s’annule en « en changeant de signe, alors f(«) est un extremum de f : un minimum si f’ passe
de — a +, un maximum si elle passe de + a —.
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¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

Remarque : Attention : la réciproque de 1. est fausse

() = 0 ne signifie pas que f(a) est un extremum.
Exemple : f(z) = 222 a pour dérivée f'(x) = 622, donc
f(0) = 0; mais f’ ne change pas de signe en 0 et f(0) =
0 n’est pas un extremum (la tangente en 0 traverse la
courbe).

Application 3.13 : Extremums sur un intervalle

Soit f(z) = 3z — 23 sur R.
1. Dresser le tableau de variations de f.

2. Montrer que f admet un extremum sur [—% ;0} et sur [0;2], et préciser sa nature.

Correction

1. f'(z) = 3(1 — 2?) = 3(1 — z)(1 + =) : négative sur |—oo; —1[ et |1; +oo], positive sur |—1;1[.

T —00 =Il 1 400
f(x) — 0 + 0 B
400 2
f(z) \ / \
-2 —00
2. —1¢€e ]—% ;O[ et f/ s’annule en —1 en passant de — & + : f(—1) = —2 est la valeur minimale de f sur
[—3;0] (locale sur R). 1 € ]0;2[ et f' passe de + & — en 1 : f(1) = 2 est la valeur maximale de f sur

[0;2].

\IIl Dérivée seconde, concavité, inflexion

Définition 3.7 : Concavité

Soit f deux fois dérivable sur un intervalle I.

o Si f” > 0sur I:Cy est située au-dessus de ses tangentes sur I; on dit que f est conveze (concavité
tournée vers les ordonnées positives, U).

o Si f” <O0surI:Cy est située au-dessous de ses tangentes sur I; on dit que f est concave (N).

Propriété 3.11 : Point d’inflexion

Si f” s’annule en xg en changeant de signe, le point A(a:o ; f(mg)) est un point d’inflexion de Cy : en ce
point, la concavité change et la tangente traverse la courbe.

SEERES Lire un signe de f”

Prof. ABDELLAOUI Said - abdellaouiacademy.com @ © 2026 ABDELLAOUI ACADEMY - Reproduction interdite



ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 3 — Dérivation d'une fonction numérique

Le tableau donne le signe de f” : f est convexe
(f" > 0) sur |]—oo0;—2[ et sur |3;+o0],
concave (f” < 0) sur |—2;3[. f” change de
signe en —2 et en 3 : ce sont des abscisses #(2) + 0 -0 -0 +
de points d’inflexion. En 1, f” s’annule sans
changer de signe : ce n’en est pas une.

T -0 =2 1 3 4+

Application 3.14 : Concavité et inflexion

Soit f(x) = a® — 622 + 9z sur R.
1. Calculer f’ et f”.

2. Etudier la concavité de C + et déterminer son point d’inflexion.

3. Ecrire I'équation de la tangente en ce point.

1. f'(x) =3z% — 12z + 9 et f"(z) = 6z — 12 = 6(x — 2).

2. f” <0sur]—o00;2[: f est concave; f” > 0 sur |2; 400 : f est convexe. f” s’annule en 2 en changeant
de signe : I(2; f(2)) = I(2;2) est le point d’inflexion.

3. f/(2)=12—-2449=—-3:(T):y=-3(x—2)+2=—3z+8.
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Exercices — Dérivabilité en un point

Exercice 3.1 : Vrai ou faux? i

Dire, en justifiant, si chaque affirmation est vraie ou fausse.
1. x — |z| est dérivable en 0.

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.
Si f est continue en a, alors f est dérivable en a.

x — /2 est dérivable en 0.

A I

x — z|x| est dérivable en 0.

1. Faux : f3(0) =1 # f,(0) = —1.
2. Vrai : propriété 4.
3. Faux : |z| est continue mais non dérivable en 0.

V-0

1
4. Faux : = — — +oo quand z — 0.

z—0

x|z|

5. Vrai : = |z| — 0, donc f’(0) = 0.

Exercice 3.2 : Nombre dérivé par la définition s

Dans chaque cas, montrer que f est dérivable en a en utilisant la définition, puis écrire ’équation de la
tangente a Cy au point d’abscisse a.

1. f(z)=2%-3z, a=2.
1

2. = — = 2.
=1
3. flx)=vVzr+3, a=1

Cflx) - f(2) 22 —3x+2 _ (x —1)(x — 2)

=x—1—1.Donc f/(2) =1et (T):y =

x—2 x—2 T —2
(x—2)—2=2—-14
1 114 22—z 1 1 1 1 1 T
2 N=-;2 2 =—— ——-.D "Q=—et(T):y=—(x—-2)+-=—-=+1.
IO =5 S "oy - o  a oS @ =gt My =gl =2+ 5 =7+
vr+3-2 (x+3)—4 1 1
3. f(1) = 2; = = — —. Donc f'(1) = = et (T =
Y- 2=t T
4 44
Exercice 3.3 : Raccordement dérivable sk
2 4ar+b siz<l1
Soient a,b € Ret f(z) =< 1 Déterminer a et b pour que f soit dérivable en 1, puis

— sixz > 1.

x
écrire 1’équation de la tangente en 1.
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Correction

1
Si f est dérivable en 1, elle y est continue : f(1) =14+a+b=1m, ,;+ — =1, donca+b=0.
T

z 2
N - —1 1-— 1 R —a—1
A droite : £ = T o2 —1, done f(1) = —1. A gauche, avec b = —a : r*+ar—a _
z—1  z(z—-1) x 1

-1 1 —1
(& )(:c—:fg—_)l—i-a(x ) =x+14+a—2+a, donc f!’](l)=2+a.

Dérivable en 1 <= f/(1) = f3(1) <= 2+a= -1 <= a= -3, doub = 3. Alors f/(1) = —1 et
(T):y=—(x—1)+1=—x+2.

Exercice 3.4 : Point anguleux

Soit f(x) = |22 — 1|. Montrer que f n’est pas dérivable en 1, préciser les deux demi-tangentes en A(1;0) et
nommer le point A.

Correction

f(l)zO.Pour:L‘>1:f(x):xz—letM:x+1—>2:fé(l)zQ.Pourx<1prochede1:

z—1
—f(1) 1-2?
Flz)=1— 22 et f(xi_{( ) _ :E_”"l — —(@+1) > —=2: fI(1) = -2,
fy(1) # f4(1), donc f n’est pas dérivable en 1. Demi-tangentes : y = 2(x — 1) pour z > 1 et y = —2(z — 1)

pour x < 1. A est un point anguleuz.

Exercice 3.5 : Un demi-cercle Yk

Soit f(z) = V2x — x2.

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Etudier la dérivabilité de f & droite en 0 et & gauche en 2. Interpréter géométriquement.

Correction

1. 22 —22=2(2—-2)>0 < 2¢€[0;2].

-0 Ve s
x B x B x

+o0o quand x — 0% : f n’est pas dérivable a droite
en 0, demi-tangente verticale vers le haut. f(2) = 0 et

— £(2 29—
f@=@) _ Val-n __ [a
x—2 —(2—1x) 2—x
xr — 27 : pas dérivable a gauche en 2, demi-tangente
verticale vers le haut. Cy est le demi-cercle supérieur de

centre (1;0) et de rayon 1.

2. f(0) = 0 et

Y
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Exercices — Calculs de dérivées

Exercice 3.6 : Sommes, produits, quotients Y

Calculer la dérivée de f sur 'intervalle indiqué :

a) f(r)=32*-222+52-1,R b) f(z)=(2z—1)(2?+3),R
x? sinx
O S@) =10 25| Q) f(@) =25, 10; 400l

a) f'(z) =122% — 4z +5.

b) f'(z) =2(2%+3)+ (22 — 1)(22) = 62% — 22 + 6.
2z(x —2) — (22 + 1 22 —dxr—1

C) f/(33): ( (x)_2§2 ha ): (x_z)z

d) f(z)

rcosx — sinx

2

Exercice 3.7 : Fonctions composées %%

Calculer la dérivée de chaque fonction sur un intervalle ou elle est dérivable :

a) f(z)=(a®—3z+1)° b) g(z)=va?+z+1
c) h(z)=cos(3z — I) d) k(x)= tan(2z)
e) I(z) = sinz £) mz) = ﬁ

a) f'(z) =502z —3)(2? -3z + 1)L
2z +1

AV

b) 22+ 2z +1 > 0sur R (discriminant —3 < 0) : ¢'(z) =

c) W(z)=—-3sin(3z—7F).
d) K(z)=2(1+ tan?(2z)) sur tout intervalle ot 2z # § + k.
e) U'(z) =2sinzcosx = sin 2z.

f) m=@E2+1)3 :m'(z)=-3x20 (2?2 +1)*=—

~

6x
(1‘2 JL ]_)4 :

Exercice 3.8 : Racines et puissances rationnelles ¥k

Calculer la dérivée de f sur 'intervalle I :
a) f(z)=+v2x+1,1=]-%;+00] b) f(z)=(2>+1)2,I=R
c) f(z)= Va2 I=]0;+00] d) f(x)=x/(x?2+1)7, 1

N

I
]

Correction

. 2 B 1
a) flo)= 4Y2r+1)3  2¢/(2z+1)3
b) f'(z)= g x 2z (22 +1)2 = 32v2Z + 1.
Q) fa)=at: fla) = 3o = o=
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d) flz)= (22 +1)F: fla) = g x 2 (22 4 1)F = 15—43; S 1)

Exercice 3.9 : Ensemble de dérivabilité Yk k

Soit f(z) = Va? — 4z + 3.

1. Déterminer I’ensemble de définition D de f.
2. Montrer que f est dérivable sur |—oo; 1[U]3; +00[ et calculer f’.

3. Etudier la dérivabilité de f & gauche en 1 et & droite en 3. Interpréter.

Correction

1. 22 —4d2+3=(z—-1)(x—3) >0 <= x€]-00;1]U[3;+00].

2r — 4 r—2
2. Sur |—o0;1[U]3; 400, =22 -42+3>0: f(z) = = .
ur J—o00;1[U]3;+o00f, u(z) = x f(z) N ORI

f@) _ Ji-2B-2 __ [3-s
x—1 —(1—2x) 1—x
f(z) r—1

r—3 ] r—3

3. f(1) =0; pour z < 1: — —o0 : pas dérivable a gauche en 1,

demi-tangente verticale vers le haut. f(3) = 0; pour = > 3 : — 400 : pas dérivable a

droite en 3, demi-tangente verticale vers le haut.

Prof. ABDELLAOUI Said - abdellaouiacademy.com @ © 2026 ABDELLAOUI ACADEMY - Reproduction interdite




Exercices — Variations, extremums, tangentes

Exercice 3.10 : Etude d’une fonction polynomiale ki

Soit f(z) = 23 — 322 + 4.
1. Calculer [ et dresser le tableau de variations de f.

2. Vérifier que f(z) = (z + 1)(z — 2)? et en déduire le signe de f.

3. Montrer que A(1;2) est un point d’inflexion de Cy et écrire 'équation de la tangente en A.

1. f'(x) = 322 — 62 = 3z(x — 2) : f est croissante sur ]—o0 ;0] et [2; +oo[, décroissante sur [0;2]; f(0) = 4,
72)=o.

x —00 0 2 +00
f'(x) + 0 — 0 +
/ 4 400
@ g
f B O -

2. (z+1)(z—-2)2=(x+1)(2% -4z +4) = 2% — 322 + 4. Comme (z —2)? >0, f(z) a le signe de x + 1 :
négative pour x < —1, nulle en —1 et 2, positive ailleurs.

3. f’(x) = 6z —6 = 6(x — 1) s’annule en 1 en passant de — a + : A(1; f(1)) = A(1;2) est un point
d’inflexion. f/(1)=-3:(T):y=-3(x—1)+2= -3z +5.

Exercice 3.11 : Une fonction bornée Yk

. 2x
Soit f(x) = o R.
1. Calculer f’ et dresser le tableau de variations (limites en +co comprises).

2. En déduire que —1 < f(z) < 1 pour tout réel x. Ecrire I'équation de la tangente en 0.

Correction

1. f(x) = 2(a? (Z 21)+ —1)229[: 2z _ ?a(; 1916;) Par ailleurs limy 400 f(2) = limy 400 ; =0.
T —00 -1 1 +00
f'(@) - 0o  + 0 -
0 1
N e
1 0

2. Le minimum de f est f(—1) = —1 et son maximum f(1) = 1: —1 < f(z) < 1. Comme f(0) = 0 et
f(0)=2:(T):y=2x.
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Exercice 3.12 : Optimisation Yk

Un rectangle a pour périmetre 40 cm. Quelles dimensions donnent 1’aire maximale ?

Si x est la longueur d’un c6té (x € [0;20]), lautre coté vaut 20 — z et Iaire est A(z) = 2(20 — ) = 20x — 22.
A'(z) = 20 — 22 s’annule en 10 en passant de + & — : A est maximale pour = = 10, avec A(10) = 100 cm?.
Le rectangle d’aire maximale est le carré de co6té 10 cm.

Exercice 3.13 : Tangentes passant par un point k%

Déterminer les tangentes & la parabole P : y = 22 passant par le point P(1;—3).

La tangente en a a pour équation y = 2a(x — a) + a?. Elle passe par P si —3 = 2a(1 — a) + a® = 2a — a?,
soit a?> —2a —3 =0, dolt @ = 3 ou a = —1. Les tangentes sont y = 6z — 9 (en a = 3) et y = —2x — 1 (en
a = —1); on vérifie que P les vérifie : 6 —9 = —3 et —2 —1 = —3.

Exercice 3.14 : Dérivée d’une réciproque Yk

1. Soit f(x) = 23 + 22 sur R. Montrer que f admet une réciproque f~! définie sur R. Calculer (f~1)/(3) et
(f~1/(0), puis la tangente & C¢-1 au point d’abscisse 3.

2. Soit g(x) = 22 — 2z sur I = [1; +oo[. Montrer que g est bijective de I sur J = [~1;4o0[ et que g~ ! n’est

pas dérivable en —1.

Correction

1. f'(x) = 32® +2 > 0 : f est continue, strictement croissante, lim, 4o f = 400 : bijective de R sur

R F(1) =3, f(1) =55 (F7YB) = £ £(0) = 0, f/(0) = 2 (f7Y(0) = 5. Comme f~1(3) = 1 -

—~

1 z 2
y=gl@=-3)+1=-+¢
2. ¢'(x) =2z — 2> 0 sur |1;+o0] : g est continue, strictement croissante sur I, g(1) = —1, limy 4100 g =

+00 : bijection de I sur J. Or ¢’(1) = 0 : le théoréme ne s’applique pas en g(1) = —1. Explicitement
g 1(x) =1+ /& + 1, non dérivable en —1 (demi-tangente verticale).

Exercice 3.15 : Valeurs approchées

N 1
A Taide de I'approximation affine, donner une valeur approchée de /16,02, de (0,99)° et de 100"

Correction

1 1
Vzen16: f/(16) = 3 d’out /16,02 ~ 4+ 0,02 x 3= 4,0025. 25 en 1 : f/(1) =5, d’ou (0,99)° = (1-0,01)° ~

1
1=5x001=095. —enl:f(1)=~1 don ~1— 0,002 = 0,998.

1,002
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Synthése 3.1 : Etude compléte d’une fonction

Soit f(x) = zvx + 1.
1. Déterminer I’ensemble de définition D de f. Justifier que f est continue sur D.
2. Etudier la dérivabilité de f a droite en —1 et interpréter graphiquement.

3+ 2
20Vr +1

3. Montrer que f est dérivable sur |—1;+o0[ et que f/(z) =

4. Dresser le tableau de variations de f sur D.
5. Ecrire I'équation de la tangente en 3 et en déduire une valeur approchée de f (3,01).

6. Soit g la restriction de f a I = [—% ; +oo[. Montrer que g est une bijection de I sur un intervalle J a
préciser, puis calculer (¢71)(6) et (g=1)’(0).

Correction

1. D =[-1;+4o00]; f est le produit de  — x et de z — /x + 1, continues sur D.

f@) - f(-1)  a/aFl e

2. f(-1) =0; pour x > —1: g 2 ) — —oo quand z — —17 (numérateur

— —1, dénominateur — 07). f n’est pas dérivable a droite en —1; Cy y admet une demi-tangente
verticale dirigée vers le bas.

3. Produit de u(z) = x et v(x) = v/x + 1, dérivables sur |—1; 4o00[ (z+1 > 0) : f'(z) = Vo + 1+ —— =

2@+ 1)4+x  3x+2
2Wr+1  2/r+1

4. f'(x) ale signe de 3z + 2 : négative sur ]—1;—%[, positive sur ]—%;—1—00[. f(— %) =—5\/3=——F R
—0,385, f(—1) =0 et lim,_, o f = +o00.

T -1 —% 400
f(x) — 0 +
0 +00
o | T y _—
9

11 11 119 11
5. f(3)=3Vd=6et f'(3) = T (T):y=—"(r—3)+6 = —x—-. Donc £(3,01) =~ 6+0,01 x — T = 6,0275

4 4
(valeur exacte : 6,02752...).

2V3

6. g est continue et strictement croissante sur I (car f' > 0 sur ] —% ; +0o0 D g( %) = o et limy 1009 =
11 4
—|—oo:bijectionde[surJ:[ 2\[ —|—oo[ (3)266‘5]"'(3)22720 (gH)(6) = e .g9(0)=0(0¢€1)

et f(0)=1: (g71)(0) = L.
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Test — Dérivation

A

# Dérivation d’une fonction numérique 2BACSE - 1h30 - Date: ...........
NOM Bt PrENOM & Lt e
Classe & viiii N /20

Exercice 3.1 : Vrai ou faux

Dire si chaque affirmation est vraie ou fausse, en justifiant brieévement. 4pt
1. f(z) = |z — 2| est dérivable en 2.

2. Si f'(a) =0, alors f admet un extremum en a.

Ul
2\/u

4. Si f est dérivable sur I et f' > 0 sur I, alors f est strictement croissante sur I.

3. Si u est dérivable et strictement positive sur I, alors (ﬁ)/ = sur 1.

Faux : f3(2) =1 et fy(2) = —1.
Faux : f(z) = 23 vérifie f/(0) = 0 sans extremum en 0.

Vrai : propriété du cours (composée de u et v ).

L

Vrai : propriété du lien entre signe de f’ et monotonie.

Exercice 3.2 : Dérivabilité en un point

ve+1-—1

six#0

Soit f définie sur [—1;+oo[ par f(x) = 1 z

- iz =0.

b six

1
1. Montrer que, pour = # 0, f(z) = ———. 1pt

q p 75 f( ) \/$——|‘1+ 1 P
2. Montrer que f est continue en 0. 1pt
1
3. Montrer, en utilisant la définition, que f est dérivable en 0 et que f/(0) = —3
4. Ecrire équation de la tangente a C + au point d’abscisse 0.
Vi 1-1 1)—-1 1
1. Pour z # 0 : s = (z+1) = .
T w(\/w+1+1) r+1+1
1 1
2. 1. = = — = .
0= = =/0
1 1
— £(0 11 1— _
3. Soit s =z + 1. Pour x # 0 : f@) = 1(0) = st 2 > et1—s= * , donc ce quotient
x x 2(s+1)x 1+s
1 1 1
vaut —m — —3 Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = ~5
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Exercice 3.3 : Etude d’une fonction

22
7 sur R\ {1}.

Soit f(z) =
x(x —2)

1. Montrer que f est dérivable sur son ensemble de définition et que f/(z) = woie
a‘: J—

N N
=] =]
(= (=

2. Dresser le tableau de variations de f (limites aux bornes comprises).

3. Ecrire équation de la tangente & C ¢ au point d’abscisse 3.

N
°
-+

20(x — 1) —2? 2 -2z x(z-2)

1. f est rationnelle, donc dérivable sur |—oo;1[ et |1;+o0[; f/(x) = @17 = TR T
x— x— x—

2. [’ est positive sur |—o0;0[ et ]2;+o00[, négative sur J0;1[ et ]1;2[. Limites : —oco en —oo, —oo en 17,
+o00 en 1T, 400 en +o00; f(0) =0, f(2) = 4.

T —00 0 1 2 +00
f(x) + 0 - - 0 +
0 +00 +00
f(z) / \ \ /
—00 —00 4
8. f) =g et )= =2 (1) y="(e—3) 4 =Sut

Exercice 3.4 : Dérivée d’une réciproque

Soit f(x) = 2 + z sur R.
1. Montrer que f est une bijection de R sur R. 1pt

2. Calculer f(1), puis (f~1)"(2). 1,5pt
3. Calculer la dérivée de g(z) = V22 + 1 sur R.

Correction

1. f est dérivable, f/(z) = 322 + 1 > 0 : continue et strictement croissante, avec lim, ,+oo f = +00 :
bijection de R sur R.

2. f(1)=2et f/(1) =4 +# 0 donc (f~1)(2) = =-.

_ 2x _ x
202 +1 a2+l

3. 224+1>0: ¢ (x)
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