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LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

y"+ay'+by=0
y'=ay
Y=/<eax \
/\\/-

y = ePX(acos gx + Bsin gx)

détermine la solution vérifiant des conditions initiales et utilise ces équations pour modéliser refroidissement,
désintégration, charge d’un condensateur et oscillations.

Objectifs o Vérifier qu'une fonction est solution d’une équation différentielle
o Résoudrey/ =ay ety =ay+b
o Résoudre 3" + ay’ + by = 0 selon le signe de A
e Déterminer la solution vérifiant des conditions initiales
o Modéliser une situation par une équation différentielle

Prérequis o Fonction exponentielle, dérivation
o Equations du second degré dans R et dans C, trigonométrie

‘ En quelques mots. Ce chapitre résout les équations différentielles v/ = ay, v’ = ay +b et y”’ +ay’ + by = 0,

Instruments o Activités de découverte
pédagogiques o Applications guidées

o Exercices corrigés par théme
o Synthese et test
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¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 10 — Les équations différentielles

Au sommaire de ce chapitre

B Equations différentielles du premier ordre. ... ... ... 3
Léquation 3/ = ay . . . . . . . 1, p.3
Léquation ' = ay+b . . . . . . 2, p. 4
B Equations différentielles du second ordre. .. ... ... .. 6
Léquation 3 +ay’ +by =0 . . . . . . 1, p. 6
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- Equations différentielles du premier ordre

o L’équation 3/ = ay

Activités

ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 10 — Les équations différentielles

Activité 10.1 : Une premiére équation différentielle

Soit f(x) = 2e7%® sur R, et on note y = f(z), y' = f'(z), v’ = f" ().
1. Calculer 3/ et y”. Montrer que 3" + 3y’ — 4y = 0.

2. Montrer que y' = —4y. La fonction g(x) = 3e™*% vérifie-t-elle aussi cette relation ?

3. Soit h une fonction dérivable vérifiant b’ = —4h. En posant u(x) = h(z)e**, calculer u’. Que peut-on
dire de h?

Définition 10.1 : Equation différentielle

Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonction y et qui relie y a ses dérivées
y', y", ... Une solution sur un intervalle I est une fonction dérivable (autant de fois que nécessaire) qui la
vérifie sur I. Résoudre 1’équation, c’est déterminer toutes ses solutions.

% Théoréme 10.1 : Solutions de 3/ = ay

Soit @ un réel. Les solutions sur R de 3’ = ay sont les fonctions = — ke, avec k € R.

Preuve. ke convient : (ke®)’ = ake®. Réciproquement, si f' = af, la fonction u = fe % vérifie v’ =
fle™® —afe % =0, donc u est constante et f(x) = ke®®.

Propriété 10.1 : Condition initiale

Pour tout couple (xg,y0) € R?, il existe une unique solution f de y’ = ay telle que f(zo) = yo : c’est
f(z) = yo e,
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 10 — Les équations différentielles

Remarque : Méthode

Pour résoudre ay’ + By = 0 avec a # 0, on se rameéne & y' = ay avec a = ——.
!

SEIENIEE Une équation avec condition initiale
(B) : ¥ +2y=0 <= ¢ = —2y : solutions y = ke~ 2%. Si f(0) = 3 alors k = 3 et f(z) = 3e~2* est I'unique
solution vérifiant cette condition.

Application 10.1 : Résoudre ¢ = ay

1. Résoudre 3y =3y ; o' + 5y =0.
2. Résoudre (E) : 3y’ — 2y = 0 puis déterminer la solution f telle que f(3) = —1.

3. Résoudre 4y’ — 3y = 0 et donner la solution qui vaut 2 en 0.

0 L’équation /' = ay + b

% Théoréme 10.2 : Solutions de 3/ = ay + b

Soient a # 0 et b deux réels. Les solutions sur R de ¢ = ay + b sont les fonctions

x»—>ke“”—g, k € R.

Pour a = 0, I’équation s’écrit y/ = b et ses solutions sont z — bx + k.

b b
Preuve. La fonction constante —— est une solution particulicre. Si f est solution, g = f + — vérifie ¢’ = f' =
a

a
af +b=ag; donc g = ke® d’apres le théoréme précédent. [ ]

Propriété 10.2 : Condition initiale

Pour tout (zg,yp), il existe une unique solution de y' = ay + b (a # 0) telle que f(zg) = yo : k =
b

(yo + —) e” %0,
a
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 10 — Les équations différentielles

Courbes des solutions de 3/ = —y + 2 : y = ke™* + 2; elles tendent toutes vers |'asymptote y = 2 (k = 2 en rose).

SEGHENDPE Avec condition initiale

2 1 2 1 2
Y =3y +2:y=ke¥ - 3 Condition f(—1) = 3" ke™3 — 3=3 <= k=e¢3 donc f(z) =33 — 3

Application 10.2 : Résoudre v/ = ay + b

1. Résoudre v/ +4y —7=0; ¢y —6y=3 ; 3y + 5y =28.
1
2. Déterminer la solution f de 3y’ — 6y = 3 telle que f (6) =0.

3. Résoudre y' + 3y = 6 avec f(0) =0; puis 2y —y = 3 avec f(2) = 1.

Application 10.3 : Loi de refroidissement

Un café & 90°C est posé dans une piéce a 20°C. Sa température T'(¢) (en °C, t en minutes) vérifie 7 =
0,05 (T — 20).
1. Résoudre I’équation avec 7'(0) = 90.

2. Calculer T'(10) puis déterminer a quel instant le café atteint 40 °C.
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Chapitre 10 — Les équations différentielles

“ Equations différentielles du second ordre

o L’équation y" + ay’ + by = 0

Activités

Activité 10.2 : Chercher des solutions de la forme ¢'”

Soit (E) : y" — 3y + 2y =0.
1. Pour r réel, calculer 3 — 3y’ + 2y pour y = €". A quelle condition sur 7 cette fonction est-elle solution ?

2. En déduire deux solutions ¥y et ys.

3. Montrer que ay; + Syo est encore solution pour tous réels «, 5.

Définition 10.2 : Equation caractéristique

Soient a, b deux réels. L'équation (E) : y” + ay’ + by = 0 a pour équation caractéristique r*> + ar +b = 0,
de discriminant A = a?® — 4b.
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Chapitre 10 — Les équations différentielles

ABDELLAOUI ACADEMY

% Théoréme 10.3 : Solutions de 3" + ay’ + by =0

Les solutions sur R de (E) sont, avec «, 3 réels :
1. si A > 0 (racines réelles 1 # 12) : y = ae™* + fe'27;

2. si A =0 (racine double rg) : y = (o + Bz) €% ;
3. si A < 0 (racines complexes p +1ig, ¢ > 0) : y = eP* (a cos qx + [ sin qa:).

Propriété 10.3 : Conditions initiales

Pour tout zp et tous réels yo, y1, il existe une unique solution f de (E) telle que f(xo) = yo et f'(z0) = v1-

Remarque : Méthode

1) écrire ’équation caractéristique ; 2) calculer A ; 3) écrire la forme générale ; 4) pour des conditions initiales,

calculer f’ puis résoudre le systéme en (a, ).

SENWENDNER Un exemple par cas

3y 2y =0:7r=1,2,y = ae®+Be®*. y'+4y+4y=0:r90= -2,y = (a+pr)e 2*. y'—4y/+13y=0:

y/l
A =-36,r=243i, y = e**(acos3x + Bsin3x).
Application 10.4 : Résoudre

1. Résoudre y” — 5y’ 4+ 6y = 0 puis déterminer f telle que f(0) =1 et f/(0) = 2.

2. Résoudre y” + 4y = 0 puis déterminer f telle que f(g) =1let f’(g) =0

3. Résoudre y" — 2y’ + y =0 avec f(0) =1, f/(0) = 3.
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#” ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 10 — Les équations différentielles

Remarque : Oscillations

T
Pour " + w?y = 0 (w > 0), les solutions a coswz + Bsinwz sont périodiques de période — ; on peut écrire
w

y = Acos(wx + ¢) avec A =+/a?+ 32 (amplitude).
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Exercices — Equations du premier ordre et modélisation

Dire, en justifiant, si chaque affirmation est vraie ou fausse.
1.

2.

Exercice 10.1 : Vrai ou faux ? i

f(x) = e + 1 est solution de ' = 2y.

b
Pour a # 0, la fonction constante —— est solution de v’ = ay + b.
a

. &+ cosz est solution de 3" +y = 0.

Toute solution de 3" — 4y’ 4+ 13y = 0 tend vers 0 en +oc.

Résoudre puis déterminer la solution f demandée :
1.

2.

Exercice 10.2 : Equations avec condition initiale

4y =3y =0, f(0)=2
Yy +3y=6, f(0)=0

Une quantité N(t) d’un isotope (en mg, ¢ en jours) vérifie N’ = —AN avec N(0) = Np; sa demi-vie est de 8

Exercice 10.3 : Désintégration radioactive Yk

jours.
1. Exprimer N(¢) en fonction de Ny et .

2. Déterminer \ sachant que N(8) =

No
5

3. Au bout de combien de jours reste-t-il 1% de la quantité initiale ?
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Exercices — Equations du second ordre

Exercice 10.4 : Résoudre ¥k

Résoudre dans R :
1.y =3y +2y=0 2.y +4y +4y=0 3.y —4y +13y=0

4. y"—y=0 5. 9"+ 2y +5y=0

Exercice 10.5 : Vérifier une solution Yk

1. Montrer que f(x) = ze?® est solution de y" — 4y’ + 4y = 0.
2. Montrer que g(z) = e~ % sin 3x est solution de y” + 2y’ + 10y = 0.

Exercice 10.6 : Oscillations Y%

Une masse vérifie 3" + 9y = 0 avec y(0) = 2 et ¢/(0) = —3.
1. Déterminer y.
1

2
2. Montrer que y(x) = v/5 cos(3z + @) avec cos p = 7 et sin p = —. En déduire 'amplitude et la période.

S
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Synthése 10.1 : Charge d’un condensateur

Un condensateur, initialement déchargé, est branché sur une source de tension £ = 12 V a travers une

du 1
résistance. La tension u(t) & ses bornes (¢ en secondes) vérifie s + —u = 6 avec u(0) = 0.

1.

2
Résoudre I'équation différentielle et déterminer wu(t).

. Etudier les variations de u et calculer lim, 4 oo u(t). Interpréter.

2
3.
4

Au bout de quel temps u atteint-elle 90 % de E'?

. Calculer u/(0) et tracer la courbe de u avec sa tangente en 0 et son asymptote.
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Test — Equations différentielles

Les équations différentielles 2BACSE - 1h30 - Date: ..................
/20
Exercice 10.1 : Premier ordre {13
1. Résoudre 3’ + 3y = 0 et déterminer la solution f telle que f(0) = 2. 2pt
2. Résoudre 2y’ — y = 4 et déterminer la solution g telle que g(0) = 1.

Exercice 10.2 : Second ordre

1. Résoudre 3" + ¢y’ — 6y = 0 et déterminer la solution telle que f(0) =0 et f/(0) = 5.

N

,5pt
2. Résoudre y" + 6y’ + 9y = 0. Ipt
3. Résoudre y” + 2y’ + 10y = 0.

-

(&,
°

(o

Exercice 10.3 : Refroidissement

Une piece est & 15°C. Un objet & 95°C y est déposé; sa température T'(t) vérifie 77 = —0,2 (T — 15) (¢t en
minutes).

1. Ecrire Péquation sous la forme 7" = aT + b et la résoudre avec T(0) = 95.
2. Calculer T'(5) (arrondi au dixieme).
3. A quel instant Pobjet atteint-il 35°C ? 1,5pt
4. Déterminer lim,_, -, T'(t) et interpréter. 0,5pt
Exercice 10.4 : Une équation du second ordre

On consideére (E) : y" —2y' +2y =0.

1. Résoudre (E). 2pt
2. Déterminer la solution g telle que g(0) =1 et ¢’'(0) = 0. 2pt
3. Résoudre dans R 'équation g(x) = 0. 1pt
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