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En quelques mots. Ce chapitre présente les techniques de dénombrement (principe multiplicatif,
arrangements, permutations, combinaisons), puis les probabilités : équiprobabilité, probabilité
conditionnelle, événements indépendants, variables aléatoires, espérance, variance et loi binomiale.

Objectifs e Dénombrer avec arrangements, permutations et combinaisons

o Calculer une probabilité en situation d’équiprobabilité

o Utiliser probabilités conditionnelles, probabilités totales et indépendance
o Déterminer la loi, 'espérance et la variance d’une variable aléatoire

o Reconnaitre et utiliser la loi binomiale

Prérequis o Ensembles et logique
e Dénombrement élémentaire
o Pourcentages et fractions
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¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 13 — Dénombrement et probabilités
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¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 13 — Dénombrement et probabilités

n Dénombrement

0 Ensembles et cardinal

Soit A et B deux parties d'un ensemble E.

E

Définition 13.1 : Opérations sur les ensembles

o Union: AUB={z € E |z € Aoux € B};intersection: ANB={zx € E|z € Aetzec B}
o Complémentaire : A= {x € E |z ¢ A}; différence : A\ B= AN B.

o Produit cartésien : A x B ={(z,y) |z € A, y € B}.

Lois de Morgan : AUB=ANBet ANB=AUB.

Définition 13.2 : Cardinal

Le cardinal d'un ensemble fini E, noté Card(E), est le nombre de ses éléments. A et B sont disjoints si
ANB=o.

Propriété 13.1 : Cardinaux

1. Si ANB =@ : Card(AU B) = Card(A) + Card(B) ; en général Card(AU B) = Card(A) + Card(B) —
Card(AN B).

2. Card(A) = Card(FE) — Card(A) et Card(A x B) = Card(A) x Card(B).

Application 13.1 : Cardinal d’une réunion

Dans une classe de 30 éleves, 18 aiment le football, 15 le basket et 8 les deux. Combien n’aiment aucun des
deux sports ?
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 13 — Dénombrement et probabilités

Q Principe fondamental

Y Théoreme 13.1 : Principe multiplicatif

Si un choix C1 se fait de n; manieres, puis un choix C de nz manieres, ..., puis un choix C), de n,, manieéres,
I'ensemble des choix se fait de n; X ng X --- X n, manieres.

Exemple 13.1

Un code est formé de deux lettres différentes suivies d’un chiffre non nul : 26 x 25 x 9 = 5850 codes. Dans une
classe de 21 filles et 12 garcons, choisir une fille et un gargon : 21 x 12 = 252 possibilités. Deux lancers d’une

piece : 2 X 2 = 4 issues.

e Arrangements, permutations, combinaisons

Activité 13.1 : Choisir dans {A, B,C'}

On choisit deux lettres dans E = {A, B,C}.
1. Combien de couples (z,y) avec répétition possible ? Ecrire-les.

2. Méme question si les deux lettres sont distinctes.

3. Combien de parties & deux éléments (I’ordre ne compte pas) ?

Définition 13.3 : Arrangements et permutations

Soit E de cardinal n et p € N*.

o Un arrangement avec répétition de p éléments de E est un p-uplet (z1,...,z,) d’éléments de E non
nécessairement distincts.

e Un arrangement sans répétition est un p-uplet d’éléments deux a deux distincts; pour p = n, c’est une
permutation de E.

L’ordre compte.

Propriété 13.2 : Nombres d’arrangements

Pour 1 <p<n:
o arrangements avec répétition : n?;
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¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 13 — Dénombrement et probabilités

n!

(n—p)!’
o permutations de n éléments : n!l =n(n—1)---2x 1 (avec 0! =1 et (n+ 1)! = (n+ 1) n!).

Définition 13.4 : Combinaison

Une combinaison de p éléments de E (Card E = n) est une partie de E a p éléments; l'ordre ne compte

o arrangements sans répétition : AL =n(n—1)---(n—p+1) =

Propriété 13.3 : Nombre de combinaisons

| U
O
2

Ab n! _ _
Ch=""=_—— _ DeplusCh=0Cn 7,C0=C"=1et, pour 1 <p<mn,Ch 1+Cp=C2+1 (formule de
p! pl(n—p)
Pascal).
Tirage de p éléments parmi n Ordre Nombre
successif avec remise compte nP
successif sans remise compte Ab
simultané ne compte pas ch
Application 13.2 : Choisir le bon outil
1. Un sac contient 5 jetons a, b, ¢, d,e. Nombre de tirages successifs avec remise de 3 jetons ?

N

. 4 éleves s’assoient sur 6 chaises : combien de fagons?

(9]

. Nombre de tirages simultanés de 3 boules dans une urne de 4 boules ? Nombre d’ordres possibles pour
4 boules tirées une a une sans remise ?

N

. Un comité de 4 personnes est choisi parmi 6 hommes et 4 femmes. Combien de comités 7 avec exactement
2 femmes 7 avec au moins une femme ?
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¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 13 — Dénombrement et probabilités

“ Probabilités

0 Expérience aléatoire et événements

Définition 13.5 : Vocabulaire

Une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat ne peut étre prévu. Une éventualité (ou issue)
est un résultat possible ; 'univers 2 est ’ensemble des éventualités; un événement est une partie de ).

e événement élémentaire : une seule éventualité ; impossible : & ; certain : € ;

o A et B sont incompatibles si AN B = & ;

« Aet B sont contrairessi ANB =@ et AUB = Q; on note B = A.

Exemple 13.2

On lance un dé équilibré : Q = {1,2,3,4,5,6}; A = {2,4,6} («nombre pair») et B = {1,3,5} = A.

@ Probabilité

Définition 13.6 : Probabilité

Pour Q = {wy,...,w,}, une probabilité p associe a chaque événement élémentaire un nombre p({w;}) = p; €
[0;1] avec p1 + -+ - + p, = 1. La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des éventualités
qui le composent ; (€2, p) est un espace probabilisé fini. On a p(&) =0, p(Q) =1 et 0 < p(4) < 1.

% Théoréme 13.2 : Equiprobabilité

Si tous les événements élémentaires ont la méme probabilité («au hasard », « dé équilibré », «boules
indiscernables » ), alors
Card(A) nombre de cas favorables

p(A)

~ Card(2)  nombre de cas possibles

Propriété 13.4 : Reégles de calcul

1. SSANB =@ : p(AUB) =p(A) + p(B).
2. p(AUB) =p(A) +p(B) —p(AN B).

3. p(&) = 1 - p(A).
4. Si A C B alors p(A) < p(B).

Application 13.3 : Tirage simultané

Une urne contient 4 boules blanches, 6 rouges, 8 noires et 2 jaunes. On tire simultanément 3 boules. Calculer
la probabilité de : E «trois blanches » ; K «trois de méme couleur » ; M « trois couleurs différentes » ; IV
« au moins une jaune ».
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Chapitre 13 — Dénombrement et probabilités

Application 13.4 : Trois modes de tirage

Un étudiant tire 3 questions parmi 12 (5 de géométrie, 4 d’algebre, 3 d’analyse). A : « trois questions de
géométrie » ; B : «une question de chaque matiére » ; C' : « au moins une de géométrie ». Calculer p(A),
p(B), p(C) pour un tirage a) simultané, b) successif sans remise, c) successif avec remise.

Application 13.5 : Pourcentages

Dans une classe, 54 % des éléves aiment le football (F'), 32% le basket (B), 15% les deux. On choisit un
éleve au hasard. Calculer la probabilité qu’il aime le football mais pas le basket, I'un au moins des deux
sports, un seul sport, aucun des deux.
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¥ ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 13 — Dénombrement et probabilités

0 Probabilité conditionnelle

Définition 13.7 : Probabilité conditionnelle

p(AN B)

Si p(A) # 0, la probabilité de B sachant A est pa(B) = ()

Propriété 13.5 : Formule des probabilités composées

p(AN B) = p(A) x pa(B) = p(B) x pp(A). Si AN B = @ alors pa(B) = pp(4) = 0.

Définition 13.8 : Partition

A1, ..., A, forment une partition de Qsi AjU---UA, =Qet A;NA; = & pour i # j. Par exemple A et A.

Y Théoréme 13.3 : Probabilités totales

Si Ai,..., A, est une partition de 2, alors pour tout événement B :

p(B) = p(A1) pa, (B) + -+ + p(4An) pa, (B).

En particulier p(B) = p(A4) pa(B) + p(A) px(B).

pA(B) B
o A <
S 24(B) B

B)
,@@ _y B

r7(B) B
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 13 — Dénombrement et probabilités

Application 13.6 : Conditionnelle et totales

1. Une urne contient 25 boules : 15 blanches et 10 noires. On tire deux boules sans remise. Calculer la
probabilité d’obtenir deux blanches, deux noires, deux couleurs différentes.

2. On lance une pieéce équilibrée. Si on obtient pile, on tire une boule de U; (2 blanches, 3 rouges), sinon
de U (1 blanche, 4 rouges). Calculer p(blanche) puis la probabilité d’avoir eu face sachant que la boule
est blanche.

3. Trois machines fournissent 20 %, 30 %, 50 % des lampes, avec 5%, 4%, 1% de lampes défectueuses.
Probabilité qu'une lampe soit défectueuse ? Qu’elle vienne de M7 sachant qu’elle est défectueuse?

o Evénements indépendants

Définition 13.9 : Indépendance

A et B sont indépendants si p(AN B) = p(A) x p(B) (si p(A) #0 : pa(B) = p(B)).

Remarque

Deux événements incompatibles de probabilités non nulles ne sont jamais indépendants : p(A N B) = 0 #
p(A)p(B).

Application 13.7 : Tester I'indépendance

Une urne contient 9 jetons : 3 blancs numérotés 2,2, 1; 2 jaunes numérotés 1, 1 ; 4 noirs numérotés 1,1, 1, 2.
On tire 3 jetons simultanément. A : « méme numéro » ; B : « couleurs deux & deux différentes ». Calculer
p(A), p(B), p(A N B). Les événements sont-ils indépendants ? Calculer pp(A).
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Chapitre 13 — Dénombrement et probabilités

¥ ABDELLAOUI ACADEMY

e Epreuves indépendantes, schéma de Bernoulli

Définition 13.10 : Epreuves indépendantes, Bernoulli

Deux épreuves sont indépendantes si le résultat de 'une n’influence pas celui de 1'autre (lancers successifs
d’un dé, tirages avec remise). Une épreuve de Bernoulli n’a que deux issues : succes (probabilité p) et échec

(probabilité 1 — p).

Propriété 13.6 : Schéma de Bernoulli

Si 'on répete n fois, de fagon indépendante, une épreuve out A a pour probabilité p, la probabilité que A se
réalise eractement k fois (0 < k < n) est CF pF(1 — p)n=F.

Exemple 13.3
2

Trois lancers d’une piece équilibrée, B : « deux piles» : p(B) = C3
FPP ont chacun la probabilité 1).

(1)2 % = % (les trois chemins PPF, PFP,

0 Variables aléatoires

Définition 13.11 : Variable aléatoire

Une variable aléatoire X est une application de © dans R. Les événements (X = x), (X < z), .. sont les
parties de € correspondantes. Déterminer la loi de X, c’est calculer p(X = ;) pour toutes les valeurs

Ti,...,Ty; on a toujours p; + -+ p, = 1.

Définition 13.12 : Espérance, variance, écart-type

E(X) =Y aipi; V(X) =Y (i — E(X))?p; = E(X2) - (B(X))” avec E(X2) = Y a2p;; o(X) = /V(X).

Exemple 13.4

Une urne contient 6 boules numérotées 0,0,0,1,1,2; on en tire 2 simultanément et X est la somme. Card 2 =
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ABDELLAOUI ACADEMY Chapitre 13 — Dénombrement et probabilités

C2=15et
PX =) | 35|15 | 15| 55
O+6+8+6 4 0+6+16+18 8 8 16 8 2v2
B(x) = CHOEEHO A ) OHORIOEIS B ) 8 108 222
15 3 15 3 39 9 3

Application 13.8 : Loi, espérance, variance

1. Une urne contient 5 boules blanches et 3 noires; on tire 3 boules simultanément; X est le nombre de
noires. Loi, F(X), V(X).

2. Une urne contient 2 boules rouges et 3 blanches. On tire une boule, on la remet avec deux autres de
méme couleur, puis on tire & nouveau; X est le nombre de blanches. Loi et E(X).

0 Loi binomiale

Définition 13.13 : Loi binomiale

On répete n fois de facon indépendante une épreuve ou un événement A a pour probabilité p. La variable
X égale au nombre de réalisations de A suit la loi binomiale B(n,p).

Y Théoreme 13.4 : Loi binomiale

Si X ~ B(n,p) : X(Q) = {0,...,n}, p(X = k) = CkpF(1 — p)"F, B(X) = np, V(X) = np(1 —p) et

o(X) = /np(1 —p).

Exemple 13.5

Un dé équilibré est lancé 4 fois; A : « diviseur de 3» (p = £). Alors X ~ B (4, %) :
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k 0 1 2 3 4
32 | 24 | 8 | 1
pX=k g | & & als
4 1 2 8

Application 13.9 : Un jeu répété

Une urne contient 4 boules blanches et 2 noires. Un joueur tire 2 boules simultanément et gagne s’il obtient
deux boules de méme couleur. Il joue 5 parties indépendantes; X est le nombre de parties gagnées.

1. Montrer que X suit une loi binomiale ; préciser ses parametres.
2. Calculer p(X = 2), p(X =4), p(X < 1) (valeurs exactes puis approchées).
3. Calculer E(X), V(X), o(X).
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Exercices — Dénombrement

Exercice 13.1 : Vrai ou faux ? i

Dire, en justifiant, si chaque affirmation est vraie ou fausse.
1. AF =kICk.

2. C3 =C§.

3. Si A et B sont incompatibles et de probabilités non nulles, ils sont indépendants.
4. Pour tous événements, p(AU B) = p(A) + p(B).

5. Si X ~ B(10;0,3) alors E(X) = 3.

Exercice 13.2 : Compter ¥k

1. Combien de nombres de trois chiffres distincts peut-on former 7 Combien sont pairs ?
2. Déterminer n tel que A2 = 56, puis n tel que C2 = 45.

3. Montrer que C2 4+ C2,, = n? pour n > 2.

Exercice 13.3 : Comités Yk

Dans un groupe de 6 hommes et 4 femmes, on choisit 4 personnes. Combien de choix : au total? avec
exactement 2 femmes? avec au plus une femme ?
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Exercices — Probabilités

Exercice 13.4 : Deux dés Wi

On lance deux dés équilibrés. A : « la somme vaut 7»; B : « au moins un 6 ». Calculer p(A), p(B), p(AN B),
p(AU B) et pp(A). A et B sont-ils indépendants ?

Exercice 13.5 : Conditionnelle Y

Dans un lycée, 60 % des éleves sont des filles; 30 % des filles et 20 % des garcons pratiquent un sport. On
choisit un éléve au hasard. Calculer la probabilité qu’il pratique un sport, puis qu’il soit une fille sachant
qu’il pratique un sport.

Exercice 13.6 : Deux urnes et un dé Yk

On lance un dé : si on obtient 1 ou 2, on tire une boule dans U; (3 rouges, 2 vertes) ; sinon dans Uy (1 rouge,
4 vertes). Calculer p(R), puis la probabilité d’avoir tiré dans U; sachant que la boule est rouge.

Exercice 13.7 : Indépendance Yk

A et B sont indépendants avec p(A) = 0,5 et p(AU B) = 0,8. Calculer p(B) et p(AN B).
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Exercices — Variables aléatoires et loi binomiale

Exercice 13.8 : Un jeu de dé vk

On lance un dé équilibré : on gagne 5 € avec un 6, 1 € avec un 4 ou un 5, et on perd 2 € sinon. Soit X le
gain. Donner la loi de X, E(X) et V(X).

Exercice 13.9 : Maximum de deux dés Yk

2k—1
36

On lance deux dés équilibrés et X est le plus grand des deux résultats. Montrer que p(X = k) =
calculer E(X).

et

Exercice 13.10 : QCM au hasard k%

Un QCM comporte 5 questions, chacune avec 3 réponses dont une seule exacte. Un candidat répond au
hasard ; X est son nombre de bonnes réponses.

1. Quelle est la loi de X 7 Calculer p(X = 0), p(X =2) et p(X > 1).
2. Calculer E(X), V(X) et o(X).
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Synthése 13.1 : Un jeu d’urne répété

Une urne contient 3 boules blanches et 3 boules noires. Une partie consiste a tirer simultanément 2 boules ;
on gagne si elles ont la méme couleur.
1. Calculer la probabilité p de gagner une partie.

2. Sachant qu’on a gagné, quelle est la probabilité d’avoir tiré deux boules blanches 7

3. On joue 4 parties indépendantes; X est le nombre de parties gagnées. Donner la loi de X, E(X) et
V(X), puis p(X > 2).

4. A chaque partie on recoit 3 € si on gagne et on perd 2 € sinon. Soit Y le gain d’une partie : calculer
E(Y). Le jeu est-il équitable ?
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Exercice 13.1 : Dénombrement

1. Combien de codes de 4 chiffres peut-on former : avec répétition possible 7 avec des chiffres deux a deux
distincts ?
2. Dans un groupe de 8 éleves (5 filles et 3 gargons), on choisit 3 éléves. Combien de choix : au total 7 avec
2 filles et 1 garcon ? avec au moins un garcon ?

3. Résoudre C2 = 21.

Exercice 13.2 : Equiprobabilité et conditionnelle

Une urne contient 4 jetons rouges numérotés 1,1,2,3 et 3 jetons verts numérotés 1,2,2. On tire
simultanément 2 jetons. A : « deux jetons de méme couleur » ; B : « la somme des numéros vaut 3 ».

1. Calculer p(A) et p(B). 2pt
2. Calculer p(AN B) puis pa(B). 2pt
3. A et B sont-ils indépendants 7
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Test — Dénombrement et probabilités (suite)

Exercice 13.3 : Probabilités totales

Une usine a deux machines : M; produit 60 % des pieces avec 2% de défauts, Ms produit 40 % avec 5% de
défauts. On prend une piece au hasard; D : «la piece est défectueuse ».

1. Représenter la situation par un arbre pondéré. 1pt
2. Calculer p(D).
3. Sachant que la piéce est défectueuse, quelle est la probabilité qu’elle vienne de My ?

Exercice 13.4 : Variable aléatoire et loi binomiale

Une urne contient 5 boules numérotées 0,1, 1,2,2. On tire simultanément 2 boules; X est la somme des
numéros.

1. Déterminer la loi de X. 2pt

2. Calculer E(X) et V(X).

3. On répete 3 fois ce tirage (avec remise des boules). Soit Y le nombre de fois ou X = 3. Donner la loi de

Y et calculer p(Y =2) et E(Y).
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