ABDELLAOUI ACADEMY Année scolaire 2026 — 2027

MATHEMATIQUES

Notions de logique

Séries d’exercices

1" année du Baccalauréat

Sciences Expérimentales

Exercices de logique traduits, classés par notion et organisés en séries
progressives : propositions et connecteurs, quantificateurs, raison-
nements (déduction, équivalence, contraposée, absurde, disjonction
des cas, récurrence) et probléemes de synthése. Chaque exercice com-
porte un espace de correction.

Professeur

ABDELLAOUI Said

AA

ACADEMY

EtablisSSement & ...

ABDELLAOUI ACADEMY - Polycopié 1" Bac Sciences Expérimentales — Version 1.0



ABDELLAOUI ACADEMY | Informations générales 1® Bac — Sciences Expérimentales

Informations générales

Titre Notions de logique — Séries d’exercices
Matiere Mathématiques

Niveau 1'¢ année du Baccalauréat

Classe / filiere 1" Bac — Sciences Expérimentales
Professeur ABDELLAOUI Said

Etablissement ...
Année scolaire 2026 — 2027

Version 1.0

Organisation du polycopié

Le polycopié est organisé en parties, chapitres et séries. Chaque chapitre s’ouvre sur la liste des notions
travaillées et un mini-sommaire de ses séries. Les exercices sont numérotés de fagon continue du début
a la fin du document, ce qui permet de les désigner sans ambiguité en classe (« exercice n°® 37 »).

Chaque exercice comporte deux parties :
* la partie supérieure contient 'énoncé complet et les questions ;

¢ la partie inférieure, intitulée Correction, est réservée a la rédaction de I’éleve (lignes pointillées).
Notations et conventions
P négation de la proposition p (aussi notée « non p »)

p et g,p ou q conjonction, disjonction
p=4,p<q implication, équivalence

v, 3, 3! « pour tout », « il existe », « il existe un unique »
R*, R% [0; +oo[et]0; 4oof

[a; b] ensemble des entiers k tels quea <k < b

E(x) partie entiere du réel x

n n
Z ay, H ay somme et produit des termes ay, ..., a,
k=1 k=1

Mentions de controle

Les énoncés ont été traduits et recomposés fidelement a partir des documents sources. Lorsqu'un
passage était illisible ou ambigu, il est signalé dans I"énoncé par la mention [A VERIFIER DANS LE PDF
SOURCE]. Les corrections typographiques manifestes (coquilles du document source) sont signalées par
une courte note en petits caracteres.
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PARTIE |

Logique des propositions et quantificateurs

Propositions, connecteurs logiques, lois logiques, quantificateurs et négation.

CHAPITRE
1 Propositions, connecteurs et lois logiques
Notions travaillées Dans ce chapitre
e Valeur de vérité d’une proposition Série 1 — Valeur de vérité d'une proposition. . 3

. . . . . Série 2 — Négation et lois logiques . . . .. .. 6
* Neégation, conjonction, disjonction

e Implication et équivalence ; condition néces-
saire, condition suffisante

¢ Tables de vérité et lois logiques (lois de Morgan,
contraposée, distributivité)

m Valeur de vérité d’'une proposition

Exercice n° 1

Soient p, g et r trois propositions telles que p est vraie, g et 7 sont fausses. Déterminer la valeur de
vérité des propositions suivantes :

1) (petg) =r 3) (p=17) etr

2) (p=q)=r 9 (peqg) =7

Correction

On utilise les tables de vérité avec p vraie, g et r fausses.

1) 2)
pla|ripetg|(petg) =r pla|rip=allp=q) =T
VI|F|F F A% V|F|F F v

3) - - - 4) — —
pla|r|d|p=7q|(p=7) etr plalr|Tipeq|peg =T
VIFIF|IV| V F VI|IF|F|V F v

Donc les propositions 1), 2) et 4) sont vraies et la proposition 3) est fausse.
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Exercice n° 2

Donner la négation de chacune des propositions suivantes en précisant sa valeur de vérité :

§ § r:meqQ

P-47é2 s:QCZ

q: V17 < 5+ V12 '
Correction

_ 2 2 _ .
e p:2=30r2=(3)"et(3) #3(cara’ =a<a=0 ou a=1). Donc 7 est fausse et p est vraie.

2 2
: V17 > 5+ V12. Pour a,b > 0 : (\/(E—i—ﬁ) —a+b+2Vab >a+b = (x/u—kb) , donc
Va +vb > Vva+ b ; en particulier V5 + V12 > V/17. Donc g est vraie et g fausse.

e 7: 1 ¢ Q.7 estvraie (7T est irrationnel), donc r est fausse.

Bl

e 35:Q¢Z. Ona% EQet% ¢ Z : 5 est vraie et s est fausse.

Rappel . NCZ CD CQCR.

Exercice n°3

Déterminer, parmi les propositions suivantes, celles qui sont vraies et celles qui sont fausses.
Justifier.

a: -3¢ Netv16+ v25=+/16+ 25
b: v5>2ou (—\@)2:—3

2
6 6 6
d:\/§>§:\@7&ﬁ+1

e:(aeN) a*=1ea=1
f:(aeZ) A*eN&aeN

Correction

e gestfausse: « —3 ¢ IN » est vraie, mais /16 4+ /25 = 9 # /41 ; une conjonction est vraie seulement si
ses deux termes sont vrais.

e bestvraie, car /5 > 2 est vraie (5 > 4).

2
® cestfausse: < g) = g est vraie et \/é € Q est fausse ; or le vrai n'implique pas le faux.

e destvraie: V3 > %estvraie(% :1,5et\/§%1,7)et\/§# \@+1estvraie(car\/§<2< \ﬁJrl).
e cestvraie:poura € N,a’> =1< (a—1)(a+1)=0a—-1=0(cara+1>1)<a=1
festfausse: (—1)2 =1 € N, mais —1 ¢ IN.
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Exercice n° 4

Soient p, g et r trois propositions. On considere la proposition
A: (petqg)=r.

1) Donner la négation de A.

2) Déterminer la valeur de vérité de A dans chacun des cas suivants :
a) p est fausse ;
b) r est vraie.

Correction
1) OnaA: (p et gq) = r. Comme (A = B) < (A et B),lanégation de A est la proposition A : (p et
q) et 7.

2) a) Sip est fausse, alors (p et g) est fausse ; par conséquent (p et gq) = r est vraie (une implication
dont la prémisse est fausse est vraie). D’ol1 A est vraie.

b) Sir est vraie, alors 7 est fausse, donc [(p et q) et 7] est fausse. Comme A est fausse, A est vraie.

Exercice n°5

Soient p et g deux propositions. On considére la proposition
A: (p=9q)=7.

1) Donner la négation de A.

2) Déterminer la valeur de vérité de A dans chacun des cas suivants :
a) g est vraie;
b) g est fausse.

Correction

1) A: (p=4q)=7,doncA: (p=4q) et g, cest-a-dire A: (p=¢q) et g.

2) On utilise la valeur de vérité de A pour déduire celle de A.
a) Siq est vraie, alors p = ¢ est vraie, donc [(p = g) et g] est vraie. Comme A est vraie, A est fausse.
b) Si g est fausse, alors [(p = q) et g] est fausse. Comme A est fausse, A est vraie.
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Exercice n° 6 Condition nécessaire, condition suffisante

On considere dans R 1'équation x? — 1 = 0. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses
? Justifier.

1) Pour que x*> — 1 = 0, il faut que x = 1.

2) Pour que x> — 1 = 0, il faut et il suffit que x = 1.

3) Pour que x? — 1 = 0, il suffit que x = 1.

4) Six?—1=0,alorsx = 1.

Correction

1) Fausse : —1 vérifie x> — 1 = 0, cependant —1 # 1.
2) Fausse, pour la méme raison.

3) Vraie: il suffit de remplacer x par 1: 12 — 1 =0.

4) Fausse, car x peut aussi prendre la valeur —1.

W Négation et lois logiques

Exercice n°7

Soient P, Q et R trois propositions. Donner la négation de chacune des propositions suivantes :

Correction
® Pi: P et (QouR);sanégation: P;: P ou (Q et R).
e P,: P= Q,cest-a-dire P ou Q;sanégation: P,: P et Q.
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Exercice n° 8 Lois de Morgan — négation d’une implication

2)

Soient p et ¢ deux propositions.

1) Montrer, a I’aide d’une table de vérité, que :

2) a) Montrer que: (3) (p=q) < (p ou q).

Correction

1)
pla|P|q|petq|(petg)|poug
1[1]olo] 1 0 0
1jojo|1| o 1 1
o|/1/1/0] O 1 1
ojlol1|1] o 1 1

Cette équivalence donne la négation d’une implication ; elle est tres utile dans les raisonnements.

(1) (p et q) < (p ou q) (2) (pougq)s(petq

b) Endéduire que: (4) (p=4q) < (p et 7).

Les colonnes (p et q) etp ou 7 sontidentiques : (1) est vraie. De la méme maniére on établit (2). Ces
deux lois portent le nom de lois de Morgan.

a) — — Les colonnes p = getp ou g sont identiques : (3) est vraie.
pla|p|p=4q|pougq
1{1]0| 1 1
1/0{0| O 0
0|11 1 1
0|01 1 1

b) D’apres (3) et les lois de Morgan: (p = q) < (p ou q) & (p et 7).
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Exercice n°9

Soient P, g et R des propositions. Etudier la vérité des propositions suivantes :

D (P=q) (§=P)
2) (P=4q) & (Petq)
3) (P=¢q) < (P ou q)
4) [(P=1¢q) et (= R)]= (P=R)
Correction
On note X la proposition étudiée et on utilise les tables de vérité (1 : vrai, 0 : faux).
1) _ _ 2)
Plg|P=gq|q|P|g=P|X Plg|P=qg|(P=9¢q)|Petg|X
11 1 00 1 1 1|1 1 0 0 1
1]0 0 110 0 1 1]0 0 1 1 1
01 1 01 1 1 011 1 0 0 1
00 1 1|1 1 1 010 1 0 0 1
3) 4)
Plg|(P=¢q)|Pougq|(Poug)|X Plg|R|P=g|qg=R|P=R|X
1|1 0 1 0 1 1111 1 1 1 1
10 1 0 1 1 1/1(0 1 0 0 1
01 0 1 0 1 1101 0 1 1 1
00 0 1 0 1 11010 0 1 0 1
011 1 1 1 1
0(1]0 1 0 1 1
001 1 1 1 1
0(0]0 1 1 1 1

Dans chaque cas, la colonne X ne contient que des 1 : les quatre propositions sont vraies (ce sont des lois
logiques).

Prof. ABDELLAOUI Said 8 Année scolaire 2026 — 2027
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Exercice n° 10

Soient p et g deux propositions. Montrer, en utilisant les tables de vérité, que les propositions
suivantes sont des lois logiques :

Dp={F=9)

2) (p et g)=(p ouq)
3 (p=17) < (petq)

4) (petp) =g

5 (p=q) < (Pe9)

Note : dans I'énoncé source, la question 4 est imprimée « (p et q) = q », qui n’est pas une loi logique ; la correction du document source traite

(p et p) = q, retenue ici.

Correction

1) 2)

Pla|P|P=4q|p= (=9 pla|petg|pougq|(petqg)=(pouyg)
V|V I|F A% A% V|V A% \Y% v
V|F|F A% A% VI|F F \Y v
F|V|V| V A% F|V F \Y% \%
FIF|V F A% F|F F F A%

3) 4)
Plalg|p=7q|petq (petqg)]|3) Pla|P|petp|(petp) =g
V|V I|F F v F v V|V I|F F A%
VIEF|V A% F \Y% v V|F|F F A%
F|V|F A% F \Y% \% F|V|V F A%
FIF|V A% F \Y% A% FIF|V F A%

5)
plalpeq|P|q|P=d|0)

V|V v F|F v v
V| F F F|V F v
F|V F VI|F F v
F|F v Viv] V v

Dans chaque cas, la derniere colonne ne contient que des « V » : chaque proposition est une loi logique.

Exercice n° 11

Soient p, g et r trois propositions. Montrer que :
DA:[p=@=r]=[petq=r];
2 B:[p=(qetn]=[p=4q)et(p=r)

Correction
On utilise (p = q) < (P ou q) et les lois de Morgan.

) [p=@=r) < [pou(g=r) < [pou(gjour)] < [(pouyqg)our < {(p et q) ou r} &
[(p et q) =7].
2) [p=(qetr)]<[pou(getr)s[(pougq) et(pour))e|(p=yq) et (p=r)

Prof. ABDELLAOUI Said 9 Année scolaire 2026 — 2027
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Exercice n° 12

Soient P, Q et R des propositions. Montrer les équivalences suivantes :
1) [P=(Q=R)] < [(P et Q) = R]
2) [(P ou Q)=R|]<[(P=R) et (Q=R)]

Correction

) [P=(Q=R)] & [Pou(QouR)] « [PouQ) ouR] « [(PetQ) ouR| «
[(P et Q) = R].

2) [(P ou Q)= R] « [(PouQ)ouR| « [(PetQ)ouR] « [(PouR) et (QouR)] «
[(P=R) et (Q= R)].

Exercice n° 13

Soient P et Q deux propositions. Montrer que :
1) P& [P et (Pou Q);
2) P& [P ou (P et Q).

Correction
1) Les propositions P et P et (P ou Q) ontla méme valeur de
P|Q|PouQ|Pet (P ouQ)
00 0 0
01 1 0
1(0 1 1
111 1 1
vérité : elles sont équivalentes.
2) Les propositions Pet P ou (P et Q) ontla méme valeur de vérité
P|Q|Pet Q|P ou (PetQ)
00 0 0
01 0 0
1(0 0 1
111 1 1

: elles sont équivalentes.
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Exercice n° 14

Soient P et Q deux propositions. Montrer que :

1) la proposition (P ou P) est fausse ;

2) la proposition (Q et Q) ou (P ou F) est vraie ;
3) la proposition P = (Q = P) est vraie.

Correction
a) V)
P|P|P ouP (Pouﬁ) P|Q|Q=P|P=(Q=P)
0|1 1 0 0]0 1 1
1/0 1 0 01 0 1
10 1 1
1|1 1 1
b) _ _ _ —
PlQ|PouPlP|QetQ|(QetQ)ou (P oulP)
0]0 1 0 1
01 1 0 1
10 1 0 1
1)1 1 0 1

Donc a) est fausse, b) et ¢) sont vraies.
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Exercice n° 15 Distributivité

1) Soient p, g et r des propositions. Montrer que :

(1) [pet(qour)«=|(petq) ou (petr)

(2) [pou(getr)]s[(pougq) et (pour)
2) a) Développer (x —1)(y —2).
b) Résoudre dans R? le systéme

xy—y+2—-2x=0
(S):{y y

yx = (Y +1)x+y =0

Correction

1
plglr|gour|petg|petr|pet(qour)|(petgqg)ou (petr)
1111 1 1 1 1 1
1110 1 1 0 1 1
1/01 1 0 1 1 1
110]0 0 0 0 0 0
01111 1 0 0 0 0
0|1(0 1 0 0 0 0
0]0]1 1 0 0 0 0
0j0f0 0 0 0 0 0

Les deux derniéres colonnes sont identiques, d’ot1 (1). On établit (2) de la méme maniere ; (1) et (2) sont
les lois de distributivité.

2) a) (x—1)(y—2)=xy—2x—y+2.
b) La premiere équation s’écrit (x —1)(y —2) = 0, soitx = 1 ou y = 2. Dapres (1), (S)

x=1 x=1 x=1
équivaut a (S1) ou (S;) avec (Sl){ = { = ;
y= (P +1) +y=0 (y—=1)2=0 y=1

y=2 y=2
(52){2x25x+2:0 @{(29(1)(9(2):0
Donc § = {(1,1); (%,2) ; (2,2)}.
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Exercice n° 16

1) Soient p, g et r des propositions. Montrer que :

[p=(q oun]=I[(petq)=r]

2) Montrer que: (V(a,b) € R?) ; (ab=0<a=0 ou b=0).

Correction

1) D’apres l'exercice sur les lois de Morgan et I'implication (A = B < A ou B): [p= (q ou r)] &
[p ou (g ou r)] & [(p ou gq) ou r] & {(p et 7) ou r} < [(p et ) = r]. (On peut aussi utiliser
une table de vérité.)

2) Soit (a,b) € R%. Sia = 0ou b = 0, alors évidemment ab = 0.

Réciproquement, d’apres 1), I'implication ab = 0 = (@ = 0 ou b = 0) équivauta (ab = 0 et
a#0) =b=0 Orsiab = 0eta # 0, alors 1(ab) = 0, soit (%a) b =0 doub = 0. Ainsi
(V(a,b) €R?) (ab=0<a=0 ou b=0).

Exercice n® 17

Soient P et Q deux propositions. On note P * Q la proposition (P ou Q). Ecrire les propositions
suivantes sans utiliser le symbole x :

1) (PxP)*(Q*Q) 3) (PxQ)*(PxQ)
2) Px(Qx*Q) 4) (P+xP)x(PxP)
Correction

OnaP+xP= (P ou P)=PetQ*Q=0Q.

1) (P+P)*(Q+Q)=Px+xQ = m, c’est-a-dire P et Q.
2) Px(Q*xQ)=PxQ= m, c’est-a-dire P et Q.

3) (PxQ)*(PxQ)=(PxQ)= m, c’est-a-dire P ou Q.
4) (PxP)* (P*P)=PxP =D, cest-a-dire P.
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2

CHAPITRE
Fonctions propositionnelles et quantificateurs

Notions travaillées Dans ce chapitre
* Fonction propositionnelle ; quantificateurs V, 3, Série 1 - Ecriture symbolique et négation . . . 14
=l Série 2 — Valeur de vérité des propositions

* Traduction d’un énoncé en langage symbolique
* Négation d’'une proposition quantifiée ; ordre tificateurs
des quantificateurs
* Valeur de vérité d'une proposition quantifiée
(exemple, contre-exemple)

quantifiées . . . ... ... o oL 20
Série 3 — Approfondissement sur les quan-

m Ecriture symbolique et négation

Exercice n° 18

p : Il n’existe pas de nombre rationnel solution de I’équation x> — 2 = 0.
q: Le polyndme x? — 3x + 1 admet au moins une racine dans RR.
r : Pour tout entier naturel 7, il existe au moins un nombre réel x tel que x > n.
s : Sile carré d'un réel quelconque est strictement supérieur a 1, alors ce nombre est positif.
t : Tout entier naturel multiple de 2 et de 4 est multiple de 8.
Note : pour s, la correction du document source écrit x2 > 1 aulieu de x> > 1.
Correction
e p: (Vx€Q);x2—2#0.0nax’>-2=0<x=+2 ou x = —/2et/2 ¢ Q, donc p est vraie.

Ecrire les propositions suivantes en utilisant les symboles logiques, écrire leur négation et déter-
miner leur valeur de vérité.

7: (3x€Q)/x2-2=0.

g: 3x€R) /x> -3x+1=0.A=(-3)2—-4x1x1=5>0,donc l'équation admet deux solutions
dans R : g est vraie.

7: (VxeR); x2—3x+1+#0.

r:(YvnelN); (3xeR) x>n. 7: (IneN)/(VxeR) x<n.

Si 7 était vraie, R serait majoré par 1, ce qui est impossible. Donc 7 est fausse et par suite  est vraie.

s: (VxeR); x>>1=x>0. 5: (IxcR)/x*>1et x<O.

Pour x = —2:x2 =4 > 1et —2 < 0. Donc § est vraie et par suite s est fausse.

t: (VneN); mne2N et n€4N)=>ne8N. t: (IneN)/nec2N et n € 4N et n ¢ 8N.
Pourn =12:12 € 2IN, 12 € 4N et 12 ¢ 8IN. Donc t est vraie, et t est fausse.
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Exercice n° 19

Ecrire chacune des propositions suivantes a 1’aide des symboles logiques, puis dire si elle est vraie
ou fausse.

1) Aucun nombre rationnel n’est solution de I’équation x> — 3 = 0.

2) Pour tous nombres rationnels x et y, il existe un nombre rationnel z tel que x < zetz < y.

Correction

1) P: (Vx€Q): x>2—3 #0;sanégation: P: (Ix € Q) : x> —3 = 0. Les racines de x> — 3 = 0 sont
—+/3 et /3, qui n"appartiennent pas a Q. Donc P est fausse et P est vraie.

2) Q: (V(xv,y) €Q?*)(Fz€Q): x <z et z<y;sanégation: Q: (I(x,y) €Q?)(Vz€Q): x>z ou
z2>.
@ est vraie en prenant x = y = 0 : pour toutz € Q, 0 > z ou z > 0. Donc Q est fausse.

Exercice n° 20

Ecrire les propositions suivantes a I'aide des quantificateurs et des connecteurs logiques :

p : il existe au moins un réel a tel que, pour tout x de R, onaa < x;

q: pourtousaetbdeR,ona (a+b)? > 4ab;

r: pour tout x de IR, il existe un unique entier relatif p tel que p < x;

s : tout entier naturel divisible par 4 est pair ;

t : pour tout ¢ de R", il existe au moins un a de R, tel que, pour tout x de R, si lx—1] < a

alors |2L --|<e
x-+

Correction

p:(FaeR)(VxeR"): a<x
q: (V(a,b) € R?) : (a+b)* > 4ab, qui s’écrit aussi (Va € R)(Vb € R) : (a+b)? > 4ab
r: (VxeR)(JpeZ): p<x
s: (VneN): [(GkeIN: n=4k)= (k€ N: n = 2k)]

* * . X 1
t(VEER+)(E|DCER+)<Vx€R) |x—1\<lx$]m—§‘<s

Prof. ABDELLAOUI Said 15 Année scolaire 2026 — 2027



ABDELLAOUI ACADEMY | Chapitre 2 - Fonctions propositionnelles et quantificateurs 1® Bac — Sciences Expérimentales

Exercice n° 21

Ecrire les propositions suivantes a 1’aide des symboles et des connecteurs logiques, puis écrire
leurs négations :

p : le carré de tout nombre réel est positif ;

g : I’équation x2 — 3x + 1 = 0 admet une solution réelle ;

r: il n’existe aucun entier relatif x tel que x2=2;

s : il existe un nombre réel plus petit que tous les nombres réels ;

u : si un nombre réel est inférieur a —1, alors il est strictement négatif ;

v : le produit de deux nombres réels est nul si et seulement si 1'un de ces deux nombres est

nul.
Correction
p: (Vx eR); 2 >0 7: (3x€R), 2 <0
g: (3x€R); x> -3x+1=0 7: (Vx€R); 22 -3x+1#0
r: (Vx € Z); x* #2 7: (3xeZ); x*=2
s:(JaeR); (VxeR): a<x 5: (VaeR); (3x€eR); a>x
u: (VaeR); (a<-1=a<0) u: (JaeR); (a<—1eta>0)

V(a,b) €R? (ab=0<«a=0 ou b=0),quisécrit
V(a,b) €ER? (ab=0=a=0o0u b=0) et (a1=0o0u b=0=ab=0);
7: (3(a,b) ER?) [ab=0 et (a#0 et b#0)] ou [(a=0 ou b=0) et ab # 0]

Exercice n° 22

Ecrire a I'aide des quantificateurs, puis déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes :
1) Il existe au moins deux nombres irrationnels dont le produit est nul.

2) La somme d’un nombre rationnel et de v/3 est un nombre irrationnel.

Correction
1) (3x,y € R\ Q) : xy = 0. Cette proposition est fausse, car les nombres irrationnels sont tous non nuls.

2) (Vx €Q): x+ V3 eR \ Q. Vraie : sinon il existerait un rationnel x( et un rationnel y tels que
x0+ V3= Yo, d’ott V3= Yo — Xo € Q, ce qui est absurde.
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Exercice n° 23

Soit f une fonction définie sur R a valeurs dans R. Exprimer a l'aide de quantificateurs, puis
écrire la négation de chacune des propositions suivantes :

1) f est paire; 5) f ne s’annule jamais ;

2) f estimpaire; 6) f estnulle;

3) f estcroissante ; 7) f atteint toutes les valeurs de Z ;
4) f est décroissante ; 8) f n’atteint aucune valeur de Z.
Correction

1) (Vx e ]R) : f(—x) = f(x) ;sanégationest (Ix € R) : f(—x) # f(x).

2) ( x);sanégationest (Ix € R) : f(—x) # —f(x).

3) (Vx,y € ]R) x = f(x) < f(y) ;sanégationest (Ix,y e R): x <y et f(x)> f(y).
4) (Vx,yeR): x = f(x) > f(y) ;sanégationest (Ix,y € R): x <y et f(x) < f(y).
5) (Vx € R): f(x) # 0;sanégationest (3x € R) : f(x) =0.

6) (Vx € R): f(x) =0;sanégationest (Ix € R): f(x) #O0.

7) (Vme Z)(3x e R) : f(x) = m ;sanégationest (Im € Z)(Vx € R) : f(x) # m.

8) (YmeZ)(Vx € R): f(x)# m;sanégationest (Im e Z)(Ix e R): f(x) =m

Exercice n° 24

Traduire les propositions suivantes en langage courant, puis déterminer celles qui sont vraies et
celles qui sont fausses, en justifiant :

1) (VxeR)(FyeR), x >y 3) (Vx eR), (x2>4) = (x >2)
2) (IxeR)(VWyeR), x>y 4) (3xc€R7), x> =4
Correction

1) « Pour tout nombre réel x, il existe un nombre réel y tel que x est strictement supérieur a y. » Vraie : il
suffit de prendrey = x — 1.

2) «Il existe un nombre réel x tel que, pour tout nombre réel y, x est strictement supérieur a y. » Fausse :
cela signifierait que R C |—o0; x|, ce qui est impossible (prendre y = x).

3) « Pour tout nombre réel x, si le carré de x est supérieur ou égal a 4, alors x est supérieur ou égal a 2. »
Fausse : pour x = —3, (—3)2 > 4, cependant —3 > 2 est faux.

4) «Il existe un nombre réel négatif x dont le carré est égal a 4. » Vraie : il suffit de prendre x = —2.
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Exercice n° 25

Déterminer la négation de chacune des propositions suivantes :
P: (VxeR) x#2=x>#4
Q: (IxeR) x<2= x*>2006
R: (Vx€R) x*€Z=x€Z

Correction .
La négation de (P = Q) est (P et Q).

(IxeR)x £2 et 2 =4.
: (Vx €R) x <2 et x? < 2006.
:(3xeR)X?PEZ et x ¢ Z.

=l Ql =

Exercice n° 26

Déterminer la négation de chacune des propositions suivantes (f désigne une fonction numérique
définie sur R) :

P:(IxeR) 0<x<1

Q: (V(xvy) eR?): xy=0

R: (Vxe€R) x>=1=x=1

H: (VxeR): —x R et f(—x) = f(x)

Correction

e P: (IxeR)0<xetx<1;P: (VxeR)x<0 ou x>1.
Q: (3(x,y) eR?) xy #0.

e R: (VxeR)x*#1oux=1;R: 3xeR)x>=1 et x # 1.
H: (3xeR): —x ¢ R ou f(—x) # f(x).
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Exercice n° 27

1) Donner la négation de chacune des propositions suivantes :

p: (Vx €R); VaZ+1>x

q: Apez); p*=2

r: (Va € R)(Vb € R); 2a® +2b*> > (a+b)?
(FIxeR)(FyeN): x+y=12

:(VxeQ)(IneZ): nxeZ

2) Déterminer la valeur de vérité de ces propositions.

—~

Correction
1) p: (IeER); Vx2+1<x; 7: (VpeZ); p>#2; 7: (3acR)(I € R); 2a%> +2b*> < (a+b)?;
5: (Vx € R)(Vy € N); x+y7é12 t: (Ixe€eQ)(Vne Z); nx ¢ Z.

2)

p est vraie: x2 +1 > x2, donc Va2 +1 > |x| > x.
* g est fausse, car V2 ¢ Z.

* 1 est vraie, car 2a% + 2b> — (a +b)? = (a — b)? > 0.
* s5estvraie: par exemple 7 +5 = 12.

. testvraie:sixGQ,alorsx:%avechZethN*;d’oﬁqx:pGZ.

Exercice n° 28

A T’aide des lois de Morgan et de la négation d’une implication (voir 1’exercice sur les lois de
Morgan du chapitre 1), déterminer la négation des propositions suivantes :

p: (VxeR) (x>0 ou x <0)
q: (GxeR) (x> >5 et x € Z)
: (Vx e R)(Vy € R) : |xy| = xy = (x +y)? > x> + y/?
s:(VaeR): (@®€Z)=acZ
X
: (Va>0)(3>0)(Vx € R) : ]x|<ﬁ:>\m]<zx

Correction B
D’apres les lois de Morgan et la négation d’une implication ((A = B) < A et B):

:(3x €R) (x <0 et x >0)

(Vx€R) (x> <5 ou x ¢ Z)

:(IxeR)(y eR) : |xy| = xy et (x +y)? < x> + 12
(

(

[V YRS TN

JacR): i?cZ etadZ

X
3 3 5 a1
w>0)(VB>0)FxeR): [x| < B et | -] >«

|
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Exercice n° 29

Donner la négation de chacune des propositions suivantes :
p: (VxeR)(FyeR): x+y>1

x
: — <
g: (Ix€eR), x 1<x+1_x

r:V(ab) e (R¥)?, g >0 ab>0

Correction

p: (IxeR)(VyeR), x+y <1

o g sécrit (Gx € R) @ (x—1< 7 et F7 <x) ; d’apres les lois de Morgan : 7 : (Vx €
R) (x—lzx%l ou x%l>x).
o r sécrit V(a,b) € (R*)? (4>0=ab>0etab>0=2>0) ; dou 7 : J(a,b) €

(]R*)Z; (§>0etab<0) ou (ab>0 et §<0).

s sécrit 3I(x,y,z) € RS (xT_lzy;rl et %:%) ; dou 5 V(x,y,z) €

3 (x-1 4 y+l 1, 20
R (xTi‘éyT ou yT#%)

W Valeur de vérité des propositions quantifiées

Exercice n° 30

Déterminer, parmi les deux propositions suivantes, celle qui est vraie :
P: (VxeN)(JyeN): y=2x+1
Q:(VxeN)(FyeN): x=2y+1

Correction

® Pestvraie: pour toutx € N,2x+1 € IN ; il existe doncy = 2x +1 € IN.

* () est fausse : pour x = 2, I'équation 2 = 2y + 1 n’a pas de solution dans IN (2 est pair et 2y + 1 est
impair).

Exercice n° 31

Déterminer, parmi les deux propositions suivantes, celle qui est vraie :

Correction

* Pest vraie : les solutions de x?> = 9 sont —3 et 3, qui appartiennent a Q.

e Qestfausse: 0 € N et0 > 0 est faux.
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Exercice n° 32

Déterminer, parmi les deux propositions suivantes, celle qui est vraie :
P:(Vx€Z)(3yeZ): x—y=3
Q:(IxeZ)(VyeZ): x—y=

Correction

® Pestvraie: pourtoutx € Z,y = x —3 € Z vérifiex —y = 3.

* () est fausse : supposons qu'il existe x € Z tel que x —y = 3 pour touty € Z. Poury = 0: x = 3 ; pour
y=1:x=4;dou3 =4, impossible.

Exercice n° 33

Déterminer, parmi les deux propositions suivantes, celle qui est vraie :

P: (IxcQ)(3yeQ): y=vx Q: (IrcQ): ¥*=3

Correction

e DPestvraie: x =4 ety = 2 sont rationnels et y = /x.

* Qest fausse : les solutions de x*> = 3 sont —/3 et v/3, qui n’appartiennent pas a Q.

Exercice n° 34

2x
Montrer que la proposition P: (Vx € ]0; 1[) — =) < 1 est fausse.
Correction 1 . 16
>< =
Pour x = } €10; 1[: 5 2 > =1 _3 = = > L Donc P est fausse.
1 (1 -(3) ) X1 3
2 2

Exercice n° 35

Déterminer la négation de chacune des propositions suivantes, puis dire si elle est vraie ou fausse :
P:(3xcZ)(3FyecZ): 2x—3y=+2
Q: (WeR)(IxeR): ——

Correction

e P: (Vx€Z)(Vy € Z): 2x — 3y # /2. P est vraie, car la somme et le produit d’entiers relatifs sont des
entiers relatifs, alors que V2 ¢ Z. Donc P est fausse.

«0: (3yeR)(Vx€R): 1ixx2

1+x%—2x = (x —1)2 > 0). Donc Q est fausse.

2
X< 1 (en effet

< y. Q est vraie en prenant y = 1, car (Vx € R) 72 =
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Exercice n° 36

On considere la proposition P : (Vy € R)(3x € R) : x> + xy + y*> = 0.
1) Déterminer la négation de la proposition P.

2) Montrer que la proposition P est fausse.

Correction
1) P: ByeR)(Vx €R): x? +xy+y> £ 0.

2) Montrons que P est vraie: poury = 1,0ona (Vx € R) x> + x + 1 # 0, car le discriminant de x> + x + 1
est strictement négatif (A = —3). Donc P est vraie et P est fausse.

Exercice n° 37

On considere la proposition P: (Vx € [0;2]) (Jy € [3;3]): xy—x+2y—1=
1) Déterminer la négation de la proposition P.

2) Montrer que la proposition P est vraie.

Correction
) P:(3xe;2) (Weld;i]): w—x+2—14#0
2) Soit x € [0; 2]. Cherchons y € [%, %] tel que xy —x +2y —1 = 0, c’est-a-dire y(x +2) = x + 1, soit

_x+1_1_ 1
Cox+2 x+2

Comme2§x+2§4,ona% < %ﬂ < %,doncye [%, %}.Ainsipestvraie.
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Exercice n° 38

Déterminer la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes, puis écrire sa négation :
1) (IxeR)(VyeR) x<y
2) (VxeR)(IneZ) n<x<n+1

3) (VxeR)(IneZ) n>x

4 (Vx,yeR) xy=0=x=0ouy=0
5) (

6) (

7) (

Vn € Z) (nimpair ou n =2) = n premier
VaeZ)(3(p,r) € Zx[0;4]) a=5p+r
Ve>0)(Ixre {1+ /neN}): x<e+1

Note : dans la question 7, I'énoncé source imprime « ¢ + 10 » ; la correction du document source traite € + 1, retenu ici.

\ [A VERIFIER DANS LE PDF SOURCE]

Correction

1) Ona (Vx € R), x —1 < x : la proposition est fausse. Sa négation: (Vx € R)(3y € R) : y < x.

2) Vraie: pour tout x € R, I'entier n = E(x) (partie entiere de x) convient. Négation : (3x € R)(Vn € Z) :
n>xoux>n+1.

3) D’apresb), vraie (prendre n = E(x) + 1). Négation: (3x e R)(Vn € Z) : n < x.

4) Vraie : c’est une propriété de la multiplication dans R. Négation: (3x,y € R) : xy =0 et (x #0 et
y #0).

5) Fausse : 9 est impair, donc « 9 impair ou 9 = 2 » est vraie, cependant 9 n’est pas premier. Négation :
(3n € Z) : (nimpair ou n =2) et nn’est pas premier.

6) Vraie : c’est exactement la division euclidienne par 5. Négation : (3a € Z) (V(p,r) € Z x [0; 4]) : a #
S5p+r.

7) Vraie: sie > 0,onal+1 < e+1 <« n > 1;ilsuffit de prendre n = E(%) + 1. Négation :

e’

(EIs>0)(VxE{1+%/n6]N*}):x25+1.

Exercice n° 39

Les propositions suivantes sont-elles vraies ? Justifier.
1) (VaeR)(Bx€R): ax*>+ax—1+a=0
2) (3aeR)(Vx€R): ax®? +ax—1+a=0

Correction

1) Fausse : pour a = 0, il n’existe aucun réel x vérifiant 0x> + 0x — 1 + 0 = 0. Sa négation, (Ja € R)(Vx €
R) : ax?> +ax — 1+ a # 0, est vraie.

2) Fausse: s'il existait un réel a tel que (Vx € R), ax? 4+ ax —1+a = 0,1le polynéme P(x) = ax?> +ax —1+a
seraitnul, d’'otta = O eta — 1 = 0, ce qui est absurde. Négation: (Va € R)(3x € R) : ax?*+ax —1+a #
0.
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Exercice n° 40

Distinguer, parmi les propositions suivantes, celles qui sont vraies et celles qui sont fausses ;
justifier.

D (IxeR)(FyeR) x<y 4 (IxeR)(FyeR) y(x*+1)=1
2) (VxeR)(VyeR) x<y 5 (VxeR)(VYyeR) y(x>+1)=1
3) (IxeR)(VWWeER) y(x*+1) =1 6) (VxeR)(IyeR) y(x*+1)=1
Correction

1) Vraie : prenons par exemple x = O ety = 1.

2) Fausse : prenons par exemple x = lety = 0.

3) Fausse: s'il existait x € R tel que (Vy € R),y (x> 4+ 1) = 1, on aurait (Vy € R),y = , et par suite

x2+1
(en prenant y = 1 puis y = 0) 1 = 0 : impossible.
4) Vraie : il suffit de prendre x = O ety = 1.

5) Fausse : il suffit de prendre x = O ety = 0.

1
6) Vraie: soit x € R ; puisque x? +1 # 0, le réel y = 211 convient.

Remarque : Pour démontrer qu'une proposition commengant par « 3 » est vraie, il suffit de donner un
exemple ; qu'une proposition commencant par « V » est fausse, il suffit de donner un contre-exemple.

Exercice n° 41

On considere les propositions suivantes :

P: (Vx € RY) x;rlz\/}
Q: (Vx €10; 1[) (vy € ]0; 1[) i+;>z
R: (3xreRY) —r _—1

T+vx
1) Donner la négation de chacune des propositions P, Q et R.

2) Montrer que chacune des propositions P, Q et R est vraie.

Correction
_ x+1 — 1 1 —
)P : (IxeRh) ; 7~ < Vx; Q : (3xe]o;1))(3ye]o;1]) ; ;—i—; < 2; R
1
Vx € RT) ; 1.
(Vx € RT) 1+\/E7é

x+1

2) e Soitxe]R*:x—kl—Z\f:(ﬁ—1)220,d’oﬁx+122ﬁet > y/x. Donc P est vraie.

1 1 1 1
e Soient0 < x <letO<y<1: p >1et§>1,donc;+?>2.Doanestvraie.

1

+0

= 1. Donc R est vraie.

¢ ]l suffit de prendre x = 0:

Prof. ABDELLAOUI Said 24 Année scolaire 2026 — 2027



ABDELLAOUI ACADEMY | Chapitre 2 - Fonctions propositionnelles et quantificateurs 1® Bac — Sciences Expérimentales

Exercice n° 42

On considere les propositions suivantes :

1
P R* 1
(vx e RY) 1+\/E7'é
2x
Q: (Ix€]0;1]) 11 >1
. 2y
R: (Vx e R)(Jy € R) T+ > X

1) Donner la négation de chacune des propositions P, Q et R.

2) Montrer que chacune des propositions P, Q et R est fausse.

Correction

_ 1 — 2x -
1) P: (3x e RT), =1; 1 (Vxe€]0;1)), ——= <1; R: (3x € R),(Vy € R),

)P (@xeRY), o o= Qr (rel0i1), s < (Bx € R), (W ER), T <

1
2) o x =0 vérifie ——— =1et0 € Rt : P est vraie, donc P est fausse.
14+
2
e Pourx €]0;1[: 1+x> > 0, donc1+xx <1le2x <1+x* & (x—1)2 >0, ce qui est vrai car

x # 1. Donc Q est vraie et Q est fausse.

e Pour toutréely: (y —1)? > 0,donc y*> +1 > 2y, d’ott I iyyz <1 (car 1+ y? > 0). I suffit de prendre

x = 1 pour affirmer que R est vraie ; par suite R est fausse.

Exercice n° 43

On considere les propositions suivantes :
A: (VxeR) (x*€N) = (xeZ)
B: (IxeR") (x>1)= (x*<1)
C: (VxeR) (x<0)= (x*>2)
1) Donner la négation de chacune des propositions A, B et C.

2) Montrer que chacune des propositions A, B et C est fausse.

‘ [A VERIFIER DANS LE PDF SOURCE] | La correction du document source conclut que B est vraie (par exemple pour x < 1),

ce qui contredit la consigne 2.

Correction
1) A (Vx €R), (x*¢ N) ou (x € Z),doncA: (Ix €R), (x> €N) et (x & Z).
(3x€R+),( <1) ou (x> <1),doncB: (Vx e R"), (x > 1) et (x*> >1).

: (Vx €R), (x>0) ou (x*>2),doncC: (Ix € R), (x <0) et (x? <2).
2) o Pourx =+2: (ﬁ) =2cNetv2 ¢ Z. Donc A est vraie et A est fausse.

e x2>1 signifiex < —loux > 1 ; B devient (Vx € R"), x > 1, qui est fausse (prendre x = %). Donc
B est vraie.

e Pourx = —1:—-1<0et(—1)? < 2. Donc C est vraie et C est fausse.

Note : conformément au corrigé du document source, la proposition B est vraie : la consigne 2 ne s’applique donc qu'a A et C.
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Exercice n° 44

On considere les propositions suivantes :

A: (VxeN) Vx—1+x2-1#0
B: (VxeR) x*€Z=xcZ

C: (Vx €]1; +o) \/xxj<2

1) Donner la négation de chacune des propositions A, B et C.

2) Montrer que chacune des propositions A, B et C est fausse.

Correction
DA: 3x € N, Vx—1+1]x>-1 =0; B: (3Ix € R), x> € Z et x ¢ Z; C :
(Ix €]1; +o0[),

2) e Pourx =1:+/1—1+]12—1| =0. Donc A est vraie et A est fausse.

2 _
e Pourx = v2: (ﬂ) = 2 € Z mais V2 ¢ Z. Donc B est vraie et B est fausse.
3

3 _
* x = 3 vérifie = >2et3 € |1; +oof. Donc C est vraie et C est fausse.

S

Exercice n° 45

Etudier la vérité des propositions suivantes :

P (3x €]0; +oo) x> x

P: (Vxe€R) x*+4x—-5>0

Py: (3x€R) x*—x>0et x2+x<0

Py: (Vx€R) 22+2x—3>0 ou %“g%
Ps: (3xeN) [x2+6x—7]+(x—1)2=0
Po: (VxeR)(FyeR) x+2y=38

P (Vx€Z)(VyEZ) x+y=+3

Pg: (Vx€Q) x>—13#0

Py: (Vx€R) x¥*e N=x€N

Pp: (Vx€R) x=2=x2-5x+6>0
Pp:(VxeR) x2—4>0=x>—-2x<0

Pp: (VxeR) x>—6x=0=x>+x-2>0
Pi3: (3(x,y) €R?) x2—y*—4x+6y+14=0
Py: (Vx€[-1;2]) (Iy € [3;16]) /2xy—5y—5x—6=10
Pi5: (VxeR)(VyeR) x+5y=7
Correction

o Plvraie:x:%E]O;—i-oo[et %:%>

W=

e P, fausse: pourx =0,02+4x0—5=—5<0.

o P3vraie:x:—%donne%+%:%>Oet%—%:—1<0.
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o Py fausse: pourx =0,024+2x0—-3= -3 < 0Oet 0%1 =1> % ; les deux membres de la disjonction
sont faux.

e Psvraie: x =1 € N vérifie |1 +6 — 7| + (1 —1)2 = 0.

® Pg vraie : pour tout x, y = S*Tx convient.

. P7fausse:six,yEZ,alorsx—l—yEZ,Otﬁ%Z.

e Pgvraie: Py: (3x € Q) x2 =13 0rx* = 13 & x = +/13 ¢ Q, donc Pg est fausse.
* Pyfausse: Po: (Jx € R) x> € N et x ¢ N ; x = —3 convient.

e Py fausse : pour x = 2,22 — 10+ 6 = 0, qui n’est pas > 0.

e P fausse: x = 4 vérifiel6 —4 > 0et16 —8 =8 > 0.

e P, fausse: x = 0 vérifie0 —0=0et0+0—-2=-2<0.

o P3:x?—y? —dx+6y+14 = (x—2)2— (y—3)>+19; pour x = 2 ety = 3+ /19, I'expression est
nulle. Donc P;3 est vraie.

o Py fausse:2xy —5y —5x—6=0<y =38 Pourx € [-1;2]: 1 <5x+6 < l6et—7 <2x—5< —1,
doncy € [—16,‘ —%}, qui ne rencontre pas [%, 16}.
e Pj5fausse: x =y =0donne 0 # 7.

Note : le corrigé du document source déclare Py vraie (en ne testant que x = 2) et traite Pi3 avec ll/z (il conclut alors qu’elle est fausse) ; les

réponses ci-dessus correspondent a I'énoncé tel qu’il est imprimé.

Exercice n° 46

On considére la propriété A(n), pour n € N, out A(n) = n? +n +41.
1) Calculer A(0), A(1), A(2) et A(40).

2) Montrer que la proposition [(Vn € IN*) : A(n) est un nombre premier| est fausse.

Correction
1) A(0) =41, A(1) =43, A(2) =47 et A(40) = 40> +40+41 = 40> +2 x40+ 1 = (40+1)? = 412 = 1681.

2) D’apres 1), A(40) = 412 : 41 divise A(40), donc A(40) n’est pas premier. Ainsi (3n € IN*) : A(n) n’est
pas premier (par exemple n = 40), et la proposition [(Vn € IN*) : A(n) est premier]| est fausse.

Exercice n° 47

1) Montrer que (Vx € R): —x*>+x—1<0.

2) On considere la proposition p: (Vy €e R)(Ix e R); —x2+x—1>y.
a) Déterminer la négation de la proposition p.
b) En déduire que la proposition p est fausse.

Correction

1) Le trindme —x2 + x — 1 a pour discriminant A = 1 — 4 = —3 < 0 et son coefficient dominant est —1 < 0
; il est donc du signe de —1 pour tout x: (Vx € R) —x*+x—1<0.

2) ap: ER)(VxER); —2+x—1<y.
b) D’aprés 1), y = 0 convient : (Vx € R) —x?+x —1 < 0. Donc p est vraie, et p est fausse.
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Exercice n° 48

On considere la proposition p: (Vx € R)(Jy € R) : y* — 3xy +2x* = 1.
1) La proposition p est-elle vraie ? Justifier.
2) Déterminer la négation de la proposition p.

Note : I'énoncé source imprime «y? — 3xy? + 2x* = 1 » ; la correction du document source traite y* — 3xy + 2x> = 1, retenu ici.

Correction

1) Soit x € R. L'équation d’inconnue y : y*> —3xy +2x> — 1 = 0 a pour discriminant A = 9x? —
4 (ZJC2 — 1) = x2 +4 > 0; elle admet donc (deux) solutions réelles. Ainsi p est vraie.

2) p: (IxeR)(Vy € R): y?> —3xy +2x% # 1.

Exercice n° 49

On considere les deux propositions suivantes :
1
:(3xeRM) ; V1+x=
() GreRY) ; VITE= o
x
1) Donner la négation de chacune des propositions (p) et (¢).

2) a) Montrer que la proposition (p) est vraie et que la proposition (g) est fausse.
b) Quelle est la valeur de vérité de la proposition

1
v1+x

?

(r): |(3y €R); (Vx € R); J}szy] = [(VxEIRJ“) ; V1t x #
3) On considere la proposition (s) : (p = q) = 7.

a) Donner la négation de la proposition (s).

b) Quelle est la valeur de vérité de la proposition (s) ?

Correction
1 X
D 7p: (VxeRY); V1+x 4 —; 7: (yeR)(VxeR), —— >v.
) P ( ) A 1 (v eR) Ty 2V
2) a) Pourx€R+:\/1+x:ﬁ<:>1+x:1<:>x:0;x:Oconvient,doncpestvraie.
2
1
POI;I‘ toutx € R: ﬁ—l—lz% > 0 (car x? + x + 1 a un discriminant —3 < 0), donc
T > —1. Ainsi g est vraie (avec y = —1) et q est fausse.

b) (r) s’écritg = p. Or g est vraie et p est fausse : (r) est fausse.
3) a) Comme (A= B)& A et B:5& (p=4) et g& (P ou gq) et g.
b) p est vraie et g est fausse, donc p = g est fausse ; par suite (s) est vraie (le faux implique tout).
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Exercice n° 50

On considere la fonction numérique f de la variable réelle x définie par f(x) = vx2 +1 —1, etles
propositions suivantes :
p:V(a,b) €eR*; (f(a) = f(b) = a=D0)
g: (VYweR); (3xeR): y=f(x)
r: (Ve e RY); (3B R); a = f(B)
1) a) Résoudre dans R l'équation f(x) = 1.
b) Donner la négation de la proposition p.
¢) La proposition p est-elle vraie ? Justifier.
2) a) Résoudre dans R I'équation f(x) = a, ot a est un réel de 'intervalle | —oo; —1].
b) Donner la négation de la proposition g.
¢) Déterminer la valeur de vérité des propositions g et r.

Correction
D a) flx)=1evVa2+l=2c12+1=4<x2=3. DoncS = {—ﬁ; ﬁ}.
b) p: 3(a,b) € R%; f(a) = f(b) et a #b.
c) D’apresa), f (\@) =f (—ﬁ) =1lety3 -+ —V3: P est vraie, donc p est fausse.

2) a) f(x)=a< Vx2+1=a+1.0ra< —1,donca+1 <0, alors que Vx2+1>1 > 0: I'équation
n’a pas de solution, S = @.

b) 7: (yeR)(Vx e R): y # f(x).

¢) D’apres a), pour y = —2 < —11'équation f(x) = y n’a pas de solution : 7 est vraie et g est fausse.
Soita € R ; posons = vVa? +2a. Alors f(B) = Va2 +20+1—1=|a+1] —1 = a. Donc r est
vraie.
Exercice n° 51 Contre-exemple

1) Montrer que la proposition (Vx € R) x? —5x +4 > 0 est fausse.

2) On considere la fonction numérique f définie par f(x) = 2x2 — x + 1. Montrer que la fonction
f n’est ni paire ni impaire.

Correction

1) Pourx =2:22 -5 x2+4 = —2 < 0. On a trouvé un contre-exemple : la proposition est fausse.

2) f(1) =2et f(—1) = 4. Comme f(—1) # f(1), f nest pas paire ; comme f(—1) # —f(1), f n’est pas
impaire.

Exercice n° 52 Contre-exemple

1) Résoudre dans R I'équation 2cosx —1 = 0.

2) Montrer que la proposition p : (Vx € R) 3cosx # 2sin® x est fausse.

Correction

1) 2cosx—1=0< cosx =3 =cos ¥ < x=Z +2kn ou x =—% +2kn (k € Z).
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2) 3cosx = 2sin’x < 3cosx = 2 —2cos?x <> 2cos’x +3cosx —2 = 0 < (2cosx — 1)(cosx +2) =
0« 2cosx —1 =0 (car cosx +2 > 0). D'aprés 1), pour x = Z : 3cos ¥ = 3 = 2sin? Z. Donc p est
fausse.

Exercice n° 53

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par f(x) = v/x2 +1 + 2x.

1) Déterminer la valeur de vérité de chacune des deux propositions suivantes :
P: (VyeR)(IxeR): y= f(x) Q: WweR)(AxeR): y=f(x)

2) Résoudre dans R l'inéquation f(x) > 1.

Correction
. x> +1=(y—2x)?
1) Soit y € R flx) = y & Va2+1l = y—-2x &
y—2x>0
3x? —4dxy+y*> —1=0 (%)
y—2x>0

oy,
Le discriminant réduit de (x) est A’ = y2 +3 > 0: (%) admet deux racines x1, = 2y:|:37y—|—3 On
9 /2 _ )
ay—2x = “ym2vy s <Oety—2x = ﬁz?:/m > 0 (car 24/y?>+3 > |y|). L'

équation
f(x) = y admet donc une solution, et une seule.
Donc P est vraie, et Q est vraie.

2) f(x)>1< Va2+1>1-—2x

e Si1l—2x <0, cest-a-dire x > %, I'inéquation est vérifiée : {%

. Six<%:x2+1>(1—2x)2<:>x(3x—4)<0<:)x6}0;%[;avecx<%:xe}0;%{.
DonCS:}O;%[U{%;—i—oo[:]o;—i-oo[.

Note : le corrigé du document source n’impose pas la condition y — 2x > 0 et conclut que Q est fausse ; en tenant compte de cette condition,
chaque réel y a exactement un antécédent, donc Q est vraie.

Exercice n° 54

Soit (P) la proposition suivante :
(P): V(x,y) €eR®?  f(x)=f(y) =>x=y, avec f(x) = x* — 6x — 16.

1) Résoudre dans R 'équation f(x) = 0.

2) Donner la négation de la proposition (P), puis en déduire la vérité de (P).

Correction
1) f(x) =0 x>—6x—16=0;A=100,dotix = —20oux=8:5={-2;8}.

2) P: (3(x,y) €R?) f(x) = f(y) et x #y. Ona f(—2) = f(8) = 0 et —2 # 8: P est vraie, d’oi1 P est
fausse.
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Exercice n° 55

x2—3x+1

Soit f la fonction défini =
oit f la fonction définie par f(x) SR

1) Déterminer Dy, I'ensemble de définition de f.

2) Résoudre dans R I'équation (E) : f(x) = %

3) On considere la proposition p: (Vx € D¢)(Vy € Df) f(x) = f(y) = x=y.
a) Ecrire la négation de p.

b) En déduire que p est fausse.

Correction
1) Df={xeR/x*—x—2+#0};x*—x—2=0apour solutions 2 et —1. Donc Dy = R — {—1; 2}.
2) PouerDf:f(x):%<:)2x2—6x+2=xz—x—2®x2—5x+420<:>x:4 ou x = 1. Donc
S={1;4}.
3) a) p: (3xeDf)(3yeDy)/ fx)=f(y) et x#y.
b) D’apres2), f(4) = f(1) = % avec 1 # 4. Donc p est vraie, et par suite p est fausse.

m Approfondissement sur les quantificateurs
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Exercice n° 56

Soient E et F deux ensembles non vides, A et B deux fonctions propositionnelles définies sur E, et
P une fonction propositionnelle définie sur E x F. Etudier la vérité des propositions suivantes :

1) [(Vx€E): A(x) ou B(x)] = [(Vx €E): A(x) ou (Vx € E): B(x)]
2) [(VxeE): A(x) ou B(x)] = [(Vx € E): A(x) ou (3x € E) : B(x)]
3) [(3x € E) A(x) et (3x € E) B(x)] = [(3x € E) : A(x) et B(x)]

4) [(Vx € E)(3y € F) P(x; y)] = [(Vy € F)(3x € E) P(x; y)]

Correction

1) L’énoncé peut étre vrai et peut aussi étre faux.
Exemple1: E =N, A(n): « nestpair», B(n) : « n estimpair ». La proposition (Vn € N) : A(n) ou B(n)
est vraie, mais (Vn € N) : A(n) ou (Vn € N): B(n) est fausse : I'énoncé est faux.
Exemple2: E = Z, A(n) : «n*> > 0», B(n) : «n est impair ». Les deux propositions sont vraies : '’énoncé
est vrai.

2) L’énoncé est vrai. Supposons (Vx € E) : A(x) ou B(x).

* 1¢ cas: (dx € E) : B(x) est vraie ; alors la conclusion est vraie.

e 2%cas: (dx € E) : B(x) est fausse;alors (Vx € E) : B(x), et par suite (Vx € E) : A(x) ;la conclusion
est vraie.

3) L'énoncé peut étre vrai et peut aussi étre faux.
Exemple1: E =N, A(n) : « nest pair », B(n) : « n estimpair » : (3n)A(n) et (3n)B(n) est vraie, mais
(In) : A(n) et B(n) est fausse.
Exemple2: E =N, A(n): «n> > 4 », B(n) : « n est impair » : les deux propositions sont vraies (prendre
n =5).

4) L’énoncé peut étre vrai et peut aussi étre faux.
Exemple1: E=F =RetP(x,y): «x >y»: (Vx)(Jy) x > yet (Yy)(Ix) x > y sont vraies.
Exemple2: E=F =RetP(x,y): «(1+ |x|)y = 0»: (Vx)(3y) est vraie (prendre y = 0), mais (Vy)(3x)
est fausse (pour y = 1, aucun réel x ne convient).

Exercice n° 57

Démontrer que la proposition suivante est fausse :

(VWweR)(IxeR) 2x—3y=1 = (IxeR)(VyeR) 2x -3y =1.

Correction

La premiere proposition est vraie : quel que soit y € IR, ’équation d’inconnue x : 2x — 3y = 1 admet la
3y+1

solution x = %

La deuxiéme est fausse : s'il existait x tel que 2x — 3y = 1 pour tout réel y, on aurait pour y = 0: x = %, et
poury = 1: x =2, ce qui est impossible.

Une implication dont la prémisse est vraie et la conclusion fausse est fausse : la proposition proposée est
donc fausse.

Remarque : Autre méthode : le polynéme P(y) = —3y + 2x — 1 seraitnul, d'ou2x = 1 et -3 =0, ce
qui est impossible.
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Exercice n° 58

Déterminer 1’ensemble des réels x pour lesquels la proposition (x = 0) < (x = 1) est vraie.

Correction
La proposition (x = 0) < (x = 1) est vraie si, et seulement si, (x = 0) et (x = 1) sont toutes les deux vraies

ou toutes les deux fausses. Elles ne peuvent pas étre vraies simultanément ; elles sont toutes deux fausses
si, et seulement si, x ¢ {0; 1}. L'ensemble cherché est donc R\ {0; 1}.

Exercice n° 59

Soient a et b deux réels. Montrer que les propositions suivantes sont vraies :
1 [(Vx € RY) |a] < x] = [a=0]
2) [(VxeR)a<x=b<x]=[b<a]

Correction

1) 17 méthode (absurde). Supposons que (Vx € R%) |a| < x etque a # 0. En donnant a x la valeur %| eR:,

4]

on obtient |a| < o ce qui est absurde. Donc a = 0.

2¢ méthode (contraposée). 11 suffit de montrer : a # 0 = (Ix € RY) |a| > x. Sia # 0, on peut prendre

x = M, car |a| > M.
2 2
2) Supposons que [(Vx € R)a < x = b < x] est vraie. En prenantx =a:a <a,doncb < a.
a+b
Autre méthode (contraposée). Sib > a, alors x = 42_ vérifiea < x etb > x: la prémisse est fausse.
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PARTIE Il

Raisonnements mathématiques

Raisonnement déductif, par équivalences successives, par contraposée, par I'absurde, par disjonction des cas et par récurrence.

CHAPITRE
3 Raisonnement déductif et raisonnement par équivalence
Notions travaillées Dans ce chapitre
e Démontrer une implication (raisonnement di- Série 1 — Raisonnement déductif . . ... ... 34
rect, déductif) Série 2 — Raisonnement par équivalences suc-
@A 0 0 oo 0o o00o0000000000000cC 48

e Démontrer une équivalence par équivalences

. Série 3 — Inégalités classiques et moyennes . . 57
successives

* Inégalités et égalités usuelles ; moyennes arith-
métique, géométrique, harmonique et quadra-
tique

m Raisonnement déductif

Exercice n° 60

Soient a et b deux réels. Montrer que :
1) ab+a—-b=1=a=1oub=-1;
2) (a—-1)b+1)=@+1)(b—-1)=a=

Correction
Soient a et b deux réels.

Vab+a—-b=1=ab-b+a—-1=0=ba—-1)+(u—-1)=0=(a—1)(b+1)=0=a=1ou b=
—1.
2) (a—1)(b+1)=(a+1)(b—-1)=ab+a—-b—1=ab—a+b—-1=2a—-2b=0=a=h.

Exercice n° 61

Soient a et b deux réels. Montrer que :

[(VxeR) ax+b=0=a=0b=0.

Correction
a+b=0

Supposons(VxG]R)ax+b:0.Pourx:—1:—a+b:0;pourx:1:a+b:0.Donc{ b0
—a —

c'est-a-dire 2a = 0et2b =0, s0ita =b = 0.
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Exercice n° 62

Soient a et b deux rationnels positifs. Montrer que si v/a + v/ est rationnel, alors 1/a et v/b sont
aussi rationnels.

Correction

2

Supposons que /a+ Vb € Q. Alors (\/54— \/E) = a+b+2y/avb € Q, donc Vavbh =
2

(\/ﬁ+ \/E> —(a+D)

> € Q, car Q est stable pour I'addition et la multiplication. Par conséquent :

b\/E+ax/E=\/E\/E(\/§+\/E) € Qs (1),
aa+avb=a(va+vh)€Q.(2), b/a+bVheQ: (3).

o 1ercas:a:b;alorsﬁ:\/5:\/ﬁ+\/g€Q+.

a(va+vb) - vavh (va+vb)

1—b EQ+.D€

e 2cas:a #b;(2)—(1) donne (a — b)\/a € Q,d’ ot \/a =
méme, (3)—(1) donne vb € Q..

Exercice n° 63

Soient x et y deux réels non nuls. On considere les deux propositions :

1 < 20 ».

P: «2x+4y=1» et Q:«m_

Montrer que P = Q.

[A VERIFIER DANS LE PDF SOURCE] | Enoncé manuscrit peu lisible : la relation P peut aussi se lire « 2x +y = 1 » ; la

correction du document source utilise 2x + 4y = 1.

Correction
Supposons P vraie: 2x +4y =1, d'ott x = % —2y. Alors

2
— 1_ 2
1 1—-20 (x2 +y?) ! 20[(2 Zy) +~‘/] — (100y* — 40y + 4) (10y —2)?
_ — = = = — <0.
x2_|_y2 x2+]/2 x2_|_y2 x2+y2 x2+y2 —
DOnCmgzopiQ

Exercice n° 64

Soient a, b et ¢ des réels. Montrer I'implication suivante :

[la—b] <c et |a+b| <c|]=|ab

IN

Correction
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2 +c2 =22, d’ou

c
bl < —.
a|72

Supposons |a —b| < cet|a+b| < c. Onadab = (a+b)?> — (a—b)?, donc |4ab| < (a+b)?> + (a —b)? <
2

1" Bac — Sciences Expérimentales

Exercice n° 65

Soient a, b et ¢ des réels. On considere les deux propositions :

Montrer que P = Q.

Correction
Supposonsa > 0,b > 0,c>0.0Ona

ab%ca

c a b

1
2
Comme “42 > /uv pour u,v > 0: % (’Zb—l-hc) > \/bjzb,%(%

b b
Donc%—k;c—k%za—i-b—i-c:P:Q.

ab  bc

P:«a>0,b>0¢c>0» et Q:«7—|—;—|——2a+b+c».

Exercice n° 66

Soient a, b et x des réels. On considere les deux propositions :

Montrer que P = Q.

Correction
xb

a? 4+ abx +b*> > 0. Donc P = Q.

P: « —2<x<2» et Q:«a2+abx—|—b220».

2 2
On a a2 + abx + b? = <a+2) +b2(11). Or —2<x<2& 2
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Exercice n° 67

Soit x un réel. On considere les deux propositions :

1 1 1 1
2\[ et G: « + + + =4 »,

H: « 3 (1+x)P3  (1—-x)3 2(1+x)* 2(1—x)*

Montrer que H = G.

[A VERIFIER DANS LE PDF SOURCE] | Contrdle numérique : lorsque x% = 1+ 2\[ , le membre de gauche de G vaut 2 et
2

non 4. Lénoncé (et la correction) du document source indiquent bien 4.

Correction

1 1 1 1 1+x)P+(1—-x)°3 (Q+x)*+1—-x)*
Posons F + + + = + .
S (s L T (Y TC Ry SR 201 )
— 1
Apres réduction : F(x) = 5x + 1022 1 + 3.
(1-x2)
Si H est vraie : x2 = 1+¥,x4 = %—l—%etl—xz = —%ﬁ,d’oﬁ
4{ zﬁ
( -5 (¥ + )+10( +32)+3 2
= == E
2y2
(T) 81
Note : le corrigé du document source écrit « F(x) = 73 = 4 », ce qui est une erreur de calcul : on obtient % Limplication H = G n’est donc pas

vraie telle qu’elle est énoncée ; elle le devient si I'on remplace 4 par j’ dans G.

Exercice n° 68

Soient a, b et ¢ des réels. Montrer que :

(a>3,b>3 et c>3)=ab+bc+ca< abc.

Correction
a>3,b>3c>3=1<i 1<t iciaslygqt! <1:»abc(§+%+%) < abc (car abc > 0)
= bc +ac+ab < abc.

Exercice n° 69

Soient x et y deux réels. On considere les propositions :

Pl:«xy:\/g», P2:<<x—|—\/§:y-|—\f3», P3:«x:\f3ety:\[»,

Montrer que (P; et P,) = Ps.

Correction N
Sixy = Veetx+ 2 = y—f—\@, alors% = 7 (car xy = V3V2, avec x,y # 0). Si% = %, alors
x ¥ X oy
a b a+b’ \[ \f
X 2 x+
— = =1 (carx+V2=y+V3).
V3 Y Bty

Donc x = /3ety = v2: (P et P;) = P.
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Exercice n° 70

Soient a, b et ¢ des réels. On considere les propositions :
Pp:«a>0» DP:«b>0» Ps:«c>0» Py:«(a+b)(a+c)(b+c)> 8abc».

Montrer que (P; et P> et P3) = Py.

Correction
Pour u,v > 0:u+0v > 2y/uv.Sia,b,c > 0:a+b>2vab,a+c > 2/ac, b+ c > 2+/bc. En multipliant ces

inégalités (a termes positifs) : (a +b)(a +¢)(b+c) > 8V a?b?c? = 8|abc| = 8abc (car abc > 0).

Exercice n° 71

Soient a, b, x et y des réels. On considere les propositions :
Py «xy=ab#0», P: «x+b=y+a», Py: «x=aety=>b»

Montrer que (P; et P,) = Ps.

Correction < b x b x4b
Sixy:ab#Oetx+b:y+a,alorsg:g,d’oﬁEZQZa+y:1(carx+b:y+a).Doncx:aet
y=>.

Exercice n° 72

Soient x, y, a et b des réels. On considere les propositions :
P: «ax =0by #0», Q: «ay=bx #0», R: «a? = 1> etxzzyz».

Montrer que (P et Q) = R.

Correction
Siax = by # 0 etay = bx # 0, alors a, b, x,y sont non nuls. En multipliant membre & membre : a?xy = b?xy,

d’ot1 a? = b%. De méme (ax)(bx) = (by)(ay) donne abx? = aby?, d’ot1 x> = y%. Donc (P et Q) = R.

Exercice n° 73

Soient a et b deux réels. On considere les deux propositions :
P:«a®+bP <l<a+b» et Q:«0<a<let0<b<ln

Montrer que P = Q.

Correction

Sia®+b® <1<a+balorsa® <1—-betl—b<a doit(l-b)<a®<1-0b?(afonction cube est
croissante). Ainsi 1 —3b + 3b% — b® < 1 — b3, soit 3b(b—1) < 0,donc0 < b < 1. Deméme, 0 <a < 1.
Donc P = Q.
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Exercice n° 74

Soient x, y et z des réels. On considere les deux propositions :
P:<<x2—|—y2—|—22:1» et Q:«—\/§§x+y+z§\f»,

1) Montrer que x* + y* + z% > xy + yz + zx.
2) En déduire que P = Q.

Correction

2,2, 2 _ X+ :
D x+y +z- = 5 > y o — Z XY, — Z Xz,
X2 +y? +22 > xy +yz + zx.
2) Daprés1): 2 (x2 4+ y? +22) > 2xy 4+ 2yz + 2zx, d’ou 3 (x? + y* + 2?)
alors(x+y+z)2§3,donc|x+y+z|S\/§,soit—\/§§x+y+z

> yz. Donc

(x+y+z)2Si2+y>+22=1,
V3.

>
<

Exercice n° 75

Soient x, y, z et a des réels. On considere les propositions :
P:«x+y#0,x+z#0ety+z#0»
P:«x+y+z=a»

P;: « x2+y2+zz =a%»
Xz

Xy yz
Py =0
Gy Txrz Ty T

1) Montrer que (P, et P3) = xy +yz+zx =0.
2) En déduire que (P; et P, et P3) = Pj.

Correction

1) Six+y+z=aetx*+y?>+2z%=ad? alors (x +y +z)? = a?, soit x> + y? + 2% + 2(xy + yz + zx) = a2,
d'otta® +2(xy + yz + zx) = a et xy + yz + zx = 0.

2) SiPy, P; et P3sontvraies: xy +yz+zx = 0,doncx(y +z) = —yz, y(x +z) = —xz,z(x+y) = —xy,d’ont

yz Xz xy yz Xz xy
X = - Yy =- ,Z == .Ensommant:a =x+y+z = — ,
y+z X+z xX+y y+z x+z x+y

c’est-a-dire Py.
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Exercice n° 76

Soient a et b deux réels. On considere les propositions :
Pi:«a>letb>1» DP: « \/13—}—\/?): Vab», Py: «a®®>2%%, Py «a®+b>>21

1) Montrer que (P; et P;) = Ps.
2) Montrer que (P; et P;) = P4.

Correction

1) Supposonsa > 1,b > let/a+ Vb = Vab. Comme /a + /b > 21/+/avb, on a Vab > 2/ /ab, soit
vV Vab (\/ Vab — 2) > 0. Comme v/ Vab > 0, on obtient v/ vab > 2, donc vab > 4 et ab > 2*. Ainsi
a®p® > 220,

2) Onaa® +b° > 2vadh> > 2v/220 =2 x 210 = 11

Exercice n° 77

Soient a, b, ¢, x, y et z des réels non nuls. On considére les propositions :

2 2 2

X Yy . oz a b ¢ x* Yy oz
P: —4+=4+-=1, -+ -+-=0, R: w+5+5 =1
PR Q x+y+z 2Tt a
1) Montrer que Q = —Z—F% — =0.
2
2) Montrer que P = x—+ —l— —|—2 (xy yz ) =1.
3) En déduire que (P et Q) :>R.
Correction
1) ”+b+C=0:>xyz< LA >:0=>y +Z 4% o,
Xy z abc y b ac ab
YoV E g (XYY YV (e
2)a+b+c_1:>(a+b+c) = ateta +z(b—kbc+ ) L
2 L2
3) Si P et Q sont vraies, d’aprés 1) la parenthése est nulle, et d’apres 2) : z—z + Z—z + i—z = 1. Donc
(P et Q) = R.
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Exercice n° 78

Soient a, b et ¢ des réels positifs tels que

a+V2=b+V3=c+V5=k

Montrer que av/3 + b5+ cv2 < k2.

Correction
Onak® = (a+ \@)(b + ﬁ)(c + \/5) En développant et en utilisant a = k — V2,b=k—+3,c=k—/5,

on vérifie que

k3:abc+\ﬁ\/§\/§+k<\/§a+\f5b+ﬁc>.

Comme abc > 0et /30 > 0:k3 >k (+v3a+V5b++v2c), et puisque k > 0: av/3 + bv/5 + cv/2 < k2.
puisq
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Exercice n° 79

Montrer que les implications suivantes sont vraies :

1) (Vx € [0; +oo|) Wﬂ:ug;»x:o

2) (Vx € [1; 4oo]) (Vy € [1; 4o0]) \/x—1+2\/y—4:xT+y:>x:2ety:8
3) Vil+4+ /)P +d=4=x=y=0
1) (Vx €R%) (Vy € RY) Lw_\f+\f:>x_ 9

5) (Vx e R)(Vy e R) x| <1 et ]y|<1:>|1

|<1
+ xy

6) (Vx>1)(Wy>1) x=y—25=y=(Vati+1)’
7) (Vx € [0; +oo[) (Vy € [1; +o0[) (Vz € [2; +00)
\/§+\/y—1+\/z—2:%(x+y+z):>x:1 et y=2etz=3
a—{—b

8) (Vae R)(Vb e R) | |+

| <1et|b <1

Note : question 2 : I'€noncé source indique y € |1; +oo| ; I'expression \/y — 4 impose en faity > 4.

Correction

D Vita=1+i=l+x=1+x+%5=>%=0=x=0.

2D Vi—T42yy- G= o (x—1-2x—T+1)+ (y—4—4/y—4+4) =0= (Va—1-1)"+
(Vi—2-2)° =0
=>Vx—1=let Jy—4=2=x=2cety=38.

3) Va2 +4+ \/y2+4:4:>(m—Z)#—(W—Z):0;lesdeuxtermessontpositifs,donc
nuls: x? +4 =4ety?+4=4,doux=y=0.

H 2 ar im (23 D)+ (25 + 1) =0= (Vi 1)+ (1) =0=>x=y=
1.

5 |x| <1 et |y|<1:(x2—1)(y2—1)>02>x2y +1>x +y? = x%y? + 1+ 2xy > 22 +y> + 2xy
:>(xy+1)2>(x+y)2:>\9cy+1|>|x+y|:>\lJr y|

6)x:y—2\/y:>y—2\/y—|—1:x—|—1:>(\/y—l) =x+1= y-1=+Vx+1(ar,y>1
=Sy=(Vari+1)’
7) %(x+y+z):\/§+m+ Z—2= (V-1 4+ (Vy—1-1)+(vVz—2-1)" =0
x=let/y—T=1letVz—2=1=x=1ety=2etz=3
8)a-“+b+“ etb—%b—“g—b;d’aprésl’inégalitétriangulaire: |a|§|#|+|%|<1et |b| <
|a+b|+|a b|<1.
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Exercice n° 80

Soient a et b deux nombres réels positifs.
at+b\* _ a4
2 - 2

1) Montrer que <

1
2) Montrerquea+b:1:>a2+b22§ et ab <

T

2
3) Montrer quea+b=1= <a+111> + <b+;> 2%.

correction du document source établit a> + b? > 1 puis ab < 1.

Correction
Soienta > 0etb > 0.

3) D’aprés 1), pour tous x,y > 0:

P o (xty
2 - 2

ab

‘ [A VERIFIER DANS LE PDF SOURCE] ‘Question 2 : I'énoncé source est imprimé « a +b =1 = a> +b%> > ab < 411 » ; la

a+b\? a4+b>  a?+2ab+ b2 — 242 — 202 (a—b)?
_ — = — < 0.
1)( 5 ) > 1 ) <0 Donc(
212
2) Sia—i—b:l:d’aprésl),#Zi,d’oﬁa2+b22%.

De plus (a+0b)? =1, soit a? + b*> 4 2ab = 1 ; comme a® + b > %, ona2ab < %,d’oﬁ ab <
2 1 1
) .Onposex:a+aety:b+g(a,b>O):

1
1+ =

1\? 1\%_ 1 a+b\? 2
- ) > = = .
(a—l—a) +<b+b) _2<a+b—|— - > ab)

. 1 . 1\? 1\%_ 1 )
Orab < ,donc — > 4, d’ou a—l—; +(b+ - Z§(1+4) =3

N
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Exercice n° 81

Soient a, b et ¢ trois réels tels que :
(Vx € R) lax® +bx+c| <1 (%)

1) Montrer que |c] < 1.
2) Montrer que —1 <a+c < 1.
3) En déduire que a? +b> 4 c? <5.

Note : question 2 : I'énoncé source imprime des inégalités strictes ; la correction du document source établit des inégalités larges.

Correction

1) Pour x =0, (*) donne |c| < 1.

2) Pourx =1:|a+b+c| <1;pourx = —1:|a—b+c/ <1 Donc—-1<a+b+c<let—-1<
a—b+c<1;enajoutant: —2 <2(a+c) <2,dou—-1<a+c<1.

3) Posonss = a+c. Lesinégalités |[s+ b| < 1et|s —b| < 1donnent |s| + |b| < 1 (car max (|s + b|,|s — b|)
|s| + |b]), donc |b| <1 — |s|. De plus |a| = |s —c| < |s| +1etc? < 1. D'on

PP+ < (1+]s)* +(1—]s))> +1=282+3<5.

Note : le raisonnement du document source pour la question 3 est incomplet ; il a été remplacé par la déduction ci-dessus, qui utilise les mémes

inégalités.

Exercice n° 82

Soient x et y deux réels non nuls et non opposés.
1) Montrer que : ((x—}-y) €Q et ; € Q) = (xeQ et yeQ).
2) Montrer que, pour touta € N et tout b € Z tels que a> — 2b> = 1:

bl 2

a
Note : question 2 : I'énoncé source imprime « a > 3 » | la correction du document source traite a > 3.

Correction

1) Soient x, y non nuls tels que x # —y, (x +y) € Qet§ €Q. Alors% €Qet (x+y)% =y (1+%) €Q.

14+ 4
w €Q.Enfinx=(x+y)—y Q.
1+ ¢

2) Soienta6Netb€Ztelsquea2—2b2:1;alorsa2:1—|—2b2eta21.

Comme 1 + % € Q estnonnul (car x # —y), on obtient y =

1>3ea2>9e142°>9 b >4 b >2.

> & > gt e > (142 &S — > - & >4 & > 2.
a 3 b 9" b 9( b) 9 9 b 1]
D’ou—'Z| >§<:>|b|>2<:>a>3
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Exercice n° 83

Soient a, b, ¢ des nombres réels et a’, b/, ¢’ des nombres réels strictement positifs.
a b a a+b b
1) Montrerque: — < — = — < ——— < —.
) q a — b a’_a’—i—b/_b’
a a+b+c o
c/ a —a +b 4+

Note : I'énoncé source méle inégalités strictes et larges et place mal une parenthése au dénominateur ; la version retenue est celle de la

a
— < <
a —

2) Montrer que:

@“@

correction du document source.

Correction

1) Si % < % (aveca’ > 0,b' > 0), alors ab’ < a'b.

D'otab’ +aa’ <a'b+ad,soita(a’ +b') <a'(a+0), donc a - < Lji:, (1).
De méme ab’ + bb' < a’b+ b/, soitb'(a +b) < b(a’ +1'), donc % < 5 ).
a+b b
De (1) et (2): /_ ’+b’Sy'
b i a a+b b c a+b c
2) Onab < v _b— Dapres 1): p < a’-l—b’bg v < o En appliquant de nouveau 1) &8 —— p— < o
a+ a+b+c a a+b+c c
< —.Dout—-< —F-— < —.
a’+b’_a’+b’+c’_c’ a —a+b+c

Exercice n° 84

Soit a un réel strictement positif tel que a° — a® +a = 2.
1) Montrer que a® +1 =2 <a + 011)

2) En déduire que a® > 3.

3) Montrer que 2 s +1= a + l

4) En déduire que a® < 4.

Correction
6 2\3 ﬂ +1 1
Dab+1=(a%)"+1=(a®+1) (a* —a®+1) = . (@®—a®+a)=2 a—l—; )

2) Commea—}-% >2 onaa®+1>4, doncab > 3.

1 2
3) 6!5—1—11:2—|—a3;er1clivisarl’cpara3:(12—1——2 =—=+1
a a

4) Commeaz—l—a%EZ:a%—l—lZZ,d’oﬁﬂ%21,a3§2eta6§4.
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Exercice n° 85

1
1) Montrer que (Va € RY), a + R > 2.
2) Soient x et p deux réels strictement positifs. Montrer que :

- tx=p=>20>20-1.

Correction

1 2 _2a+1 —1)2
1) Poura>0:u—|—a—2:a aa_l_ :(aa)

2) Supposons x° —x3 +x = p ; montrons que x° +1 > 2p. Comme a®+1 = (a+1)(a*>—a+1) :
PP p q p

1
ZO,donca—l—Ezz.

241 1
x041=(x2+1) (x*—x2+1) = %(x5—x3+x) = <x+ x)p(carx>0). Dapres 1), x+ 1 > 2,
etp > 0,donc x® +1 > 2p, soit x® > 2p — 1.

Exercice n° 86

Soient 4, b et ¢ des réels de l'intervalle |0; 1[. On pose A = (ab — 1)(bc — 1)(ac — 1).

A 1 1 1
1) Vérifier que - = (a— b) (b— c> <c— a>'

2) Montrer que A < 0.

1 1 1 1
3) Endéduire que — + -+ - +abc <a+b+c+ —.
a b ¢ abc

Correction

1)i_ab—1xbc—lxac—l_ a—l b—l c—l
abc b c a b c a)’

2) Commea,b,c €]0;1[:ab < 1,bc < 1etac < 1;]les trois facteurs de A sont strictement négatifs, donc
A <O0.

3) abc > 0et A <0,donc (a - %) (b - %) (c - %) < 0. Or, en développant, (a — %) (b - %) (c - %) =

1

b

1 1 1
abe+1+4+1 - (a+b+c+ ). Donc — 43 + = +abe < a+b+c+ —— (afortiori ).

Exercice n° 87

1
Soient x et y deux réels tels que |x| < 5 et ly| < 1. Montrer que

17

Correction

On rappelle : |ab| = |a||b| et |a — b| < |a| + |b|.

[4x%y —y — x| = |y (42> — 1) — x| < [y|[4x? — 1| + |x| < [4x% — 1| + || (car |y| < 1). Comme x| < 1,
x2 < let]dx? — 1] =1—4x%;donc (1): [4x?y —y — x| < —4x? + |x| + 1.

2
Or—4? + x| +1= -4 (jxP - §x| - 1) =4 (x| - }) + E < Z @

De (1) et (2): |[4x?y —y — x| < 1—2
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Exercice n° 88

Soient a, b, ¢ et d des entiers naturels tels que 1 < a < b < ¢ < d. Montrer que

Correction
Pour (n,p) EN?*:n>pen—-peNon—p>len>p+1(1).

1 1 1 1
D’aprés(l),l<a<b<c<ddonnea22,b23,c24,d25,doncubcd2120et;+7+7+7+

b ¢ d
1 1 1 1 1 1 155_31

wed=2 3 i 5T 0T 0 T

Exercice n° 89

Soient x et y deux réels tels que |x| < 1 et |y| < 1. Montrer que

2
VI—24\/1-y2 <2 1—(’”2”)

Correction
Comme |x| < Tet|y| <1:1—x2>0 et 1—y? > 0. D’aprés m < g (exercice sur les moyennes, valable pour

— 2 — — —

des réels positifs) : Vi-x +\/1 \/W \/xi—ky Or x2 +]/ (x—i—y)
2

(car2 (x? +42) > (x+y)?), donc1— > ery _1_<x2+y) et VI 22+ I y2 <21 <x-2|‘]/>'

Exercice n° 90

Soient a et b deux réels strictement positifs tels que a + b = 1, et n un entier naturel. Montrer que

Correction
D’apres h < m :

1 i /1
prie > 4" d’ou WEZ”.

D’autre part (1+aln) (1+bln) = 1+a%+ﬁ+ﬁet, d’apres m > g, ﬂ%+% > 2 a,,% Donc

1
ab —

1 1 1 1 2 2
<1+a”> <1+bn>21+2 i o 2 142X 20+ (2) = (1427,
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m Raisonnement par équivalences successives

Exercice n° 91

Soient x et y deux réels. Démontrer que: x> = y> & x =y ou x = —v.

Correction

Meéthode 1 (équivalences successives). Soit (x,y) ER*: x> = > & x> -~y =0& (x—y)(x+y) =0 &
x—y=0oux+y=0&x=y ou x=—y.

Meéthode 2 (deux implications). Si x> = y?, alors (x — y)(x +y) = 0, donc x = y ou x = —y. Réciproquement,
si x = yalors x> = y?, et si x = —y alors x> = (—y)? = y2.

Conclusion : (V(x,y) € R?), x> =y* < x =y ou x = —v.

Exercice n° 92

Montrer que :
D V(x,y) eR?, (xy—2=y—2x)< (x=1o0uy=-2);

2 2
2) V(a,b) e R?, ° erb

3) (VxeR"), (V2x+2—-yx=1)& (x=1).

=a+b-1&(a=1etb=1);

Correction
1) Soit (x,y) ER?*:xy—2=y—-2x o xy—y+2x—-2=0y(x—1)+2(x—-1)=0& (x—1)(y+2) =
0&x=1o0uy=-2

2 2
2) Soit (a,b) € R2: ° SELAP S I ST~ J PG VR R (0> =2a+1)+ (P*-2b+1) =0 &

(a—1)2+(b-1)2=0a=1et b=1

3) Soitx e RT: yv2x +2—x =1 y2x+2 = \/x+1 & 2x +2 = x + 2y/x + 1 (les deux membres
étant positifs)
Sx-2/i+1=0& (Vi-1) =0 /x=1ox=1
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Exercice n° 93

Montrer que :

1) (Vx € RT) (Yy € RT), Jﬁzﬂ:ﬁJr\/}?@(x:l et y=1);

2) V(x,y) ER?, xy+6=3x+2y< (x=2ouy=3);
2
3) (Vx €[1; 4o0[) (Vy € [2; +00[), (\/x—1—|—2w/y— :%)@(xzz et y=06).

Correction
. xX+y+2 2
1) Soient x,y € [0; +oo : — = Vit ie (x—2vx+1)+(y—27+1) =0& (Vxr—1)"+
(Vi-1)"=0

svx=let Jy=1lox=1ety=1

2) Soit (x,y) ER?>:xy+6=3x+2y < xy—3x—2y+6=0=x(y—3)—2(y—3) =0« (x —2)(y —
3)=0<x=2ouy=3

3) Soientx € [1; 4co[ety € [2; +oo[:

\/xfl—i-Z\/yf:%yH@(x—1—2m+1>+<y—2—4m+4> =0

@(\/ﬁ—1)2+(\/yf2—2)2:0@\/m=1 et \/y—2=2cx=2ety=6

Exercice n° 94

Soit x un réel. On considere les propositions :
A: cosPx+sindx =1, B:sinx=1 et cosx =0, C:sinx=0 et cosx =1.

Montrer que A < (B ou C).

Correction
A & cos® x +sin® x = cos? x + sin? x < cos? x(1 — cos x) + sin® x(1 — sinx) = 0.
Or, pour tout réel x, cos? x(1 — cos x) > 0 et sin? x(1 — sin x) > 0. Donc

A = cos’>x(1 —cosx) =0 et sin’x(1—sinx) =0

= (cos? 2

x=0 ou cosx=1) et (sin“x=0 ou sinx =1).
Les cas cosx = sinx = 0 et cos x = sinx = 1 sont impossibles (car cos? x + sin® x = 1). Il reste (cos x =
0 et sinx=1) ou (cosx =1 et sinx =0), cest-a-dire B ou C. Donc A = (B ou C).

Réciproquement, il est évident que (B ou C) = A. Donc A < (B ou C).
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Exercice n° 95

Soient x et y deux réels. On considere les propositions :

:(x—i—\/xzi)(y-i—\/m):l et g: x+y=0.

Montrer que p < 4.

Correction
gq=p:six+y=0,alorsy = —xet (x+\/x2+1) (—x—i—\/xz—!—l) =x2+1-x2=1.Doncqg = p.

1
=g:sip,alorsx+vx?+1= ———— = /y2+1—1y,donc
p=qisip v e Bl y

2 22
x4y =P +1- Vel +1= L

VVZEH1+ V241

d’ou (x +y) (\/y2+1—|—\/x2+1):(x+y)(y x), soit (x +y) (\/ 2+1—y+vVa2+1 +x)—0

Or, pour tout réel a, Va2 +1 > |a|, donc Va2 +1—a > 0et Va2 +1+a > 0. Le second facteur est donc
non nul, d’ott x +y = 0. Ainsi p = g.
Conclusion: p < ¢.

Exercice n° 96

Déterminer les réels x et y tels que : vVx —1+2,/y —4 = ad

Correction
L’égalité n'a de sens que pour x > lety > 4. Ona:

Vx—1+2yy— :xTerix—Z\/x—l—l—y—éh/y—AJ::O

= [w=1)—2va—T1+1) + [(y—4) -4y —4+4] 0= (m—1)2+(\/ﬂ—2)2:0
x—1=1let y—-4=2=x=2ety=8.

Réciproquement, (2; 8) vérifie 'égalité: 1+2 x2 =5 = 2+8 . Les réels cherchés sont x =2 ety = 8.
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Exercice n° 97

Soient a et b deux réels. Montrer que :

a+b
al<let|b]<1=—-1<2F% o4
1+ab
Correction
Ona-l<a<let—-1<b<l,donc—-1<ab<letO<1+ab<?2.
a+b  _a+b-—1-ab (a—-1)(1-b)
1+ab o 1+ab o 1+ab
a+b :
Ora—l<O,1—b>0et1+ab>0,donc1+ab<1(*).Dautrepart:
a+b _a+b+1+ub_(a—l—1)(1+b)>0
1+ab o 1+ab o 1+ ab !
donc ath > —1 (xx). D'apres () et (xx): —1 < ath <1
1+4ab ’ P ' 1+ab '

Exercice n° 98

Montrer que, pour tout (a,b,c) € R3:

— <
ja+b]  |a b|<6@{rar c

2 2 b] < ¢

Correction
Soient a, b, ¢ des réels.

. a+b a—b la+0b| |a—Db] . a+b b-—a

. = _— < . — -~ 7N

Sens dlzrectbla | zbl + 5 donc |a| < 3 + 57— < ¢ De méme b 7 + 7 d’ou

a—+ a—
Il i G
b| < T <c

oy la+0b| |a—D| o

Réciprogue. Supposons |a| < cet [b| < c.Ona 5 + 5 = max (|a|, |b]) ; en effet, par disjonction

des cas :

* si|b| ga:a+bZOeta—bzo,lasommevaut"zib—k’%b:a:|a|;

e sia < —|b|: la somme vaut _”z_b + b%“ =—a=la|;
e si|a| < |b|: de méme la somme vaut |b|.

b —b
ja+bl  Ja—bl

Dans tous les cas,
2 2

< ¢. Dot I'équivalence demandée.
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Exercice n° 99

En utilisant le raisonnement par équivalence, montrer que :

D (Vxe[l;4oo]) (Vy e [1; +oo) Vx—1+y—1< /xy;

aZ 2

Va2 +1 - V2 +1

2) Va,b € R*

= |a| = [b].

Correction

1) Pourx>lety>1:vVx—14+/y—-1< xyex+y—24+2/(x-1)(y—-1) <xye (x—1)(y —
1)—2y/(x—-1)(y—1)+1>0
2
= [ (x—l)(y—l)—l} >0, ce qui est vrai.

a2

2) =
Va2+1 Vb2 +1
& (a® —b?) (a?b% 4 a2 4 b?) = 0 < a® = b? (car le second facteur est > 0) < [a| = |b|.

Sat (P +1) =0 (i®+1) © a?0? (a® —b?) + (a®> — 1) (a®> +b*) =0

Exercice n° 100

Soient a et b deux réels.

1) Montrer quesi |a|] < 1et|b| < 1, alors |a + b| < |1+ ab].

2) Montrer que (a =18 et b=8) < 3ya—9+2yb—4 = u—;—b
3) Soit ¢ un réel strictement positif. Montrer que si 3 < c* + 8c® + 18¢2 + 8¢, alors

34V5—-V2<c+2

Correction

1) Supposons |a| < 1et |b| < 1. Par équivalences successives : |a +b| < |1 +ab| < (a+b)? < (1+ab)? <
P+ <1+a*? < (0> —1) (1-0%) <0,
ce quiest vrai cara’? —1 < 0et1—b? > 0.

2) L'expression est définie si, et seulement si,a > 9etb > 4. On a alors :

3va—9+2vVb—4= ”;b@ (a—9—6m+9)+<b—4—4\/m+4) —0

2 2
@(\/a—9—3) +(\/b—4—2) —0eVi—9=3ct Vb—4=2oa=18 et b=8.
3) 3+ V5—V2<c+2eV5-V2<c4+4c+14—v2<c*+8c3+18c2+8c,

ce qui est vrai car 3 < c*4+8c3+18c%2 +8cetd — /2 < 3.

Prof. ABDELLAOUI Said 52 Année scolaire 2026 — 2027



ABDELLAOUI ACADEMY | Chapitre 3 - Raisonnement déductif et raisonnement par équivalence 1" Bac — Sciences Expérimentales

Exercice n° 101

Soient (a; r) et (b; s) deux éléments de R x IR* . Montrer que :

la—r;a+r[=]b—s;b+s[< (a;r)=(b;s).

Correction
Il est clair quesi (a; r) = (b; s),alors Ja—r; a+r[=]b—s; b+s]|.
Inversement, supposons |a —r; a +r[ = |b —s; b + s[. Deux intervalles bornés de méme nature sont égaux

si, et seulement si, ils ont le méme centre et le méme rayon. Or |a — r; a + r[ a pour centre a et pour rayon r,
et|b—s; b+ s[apour centre b et pour rayon s. D'ott (a; r) = (b; s).

Exercice n° 102

Soient a, b, x et y des réels strictement positifs. Montrer que :

y

ax + by
ety <y X<y

i
y bx+ay

A

Correction
Par équivalences successives (tous les nombres étant strictement positifs) :

L ax + by SN
y bx+ay «x

x(bx 4+ ay) < y(ax + by) o JY + bx? < axy + by?
x(ax + by) < y(bx + ay) ax? + bxy < ay® + bxy

2 < g2
& Sx<y.
x? < y? Y

Exercice n° 103

Correction
Soit n un entier naturel, n > 2 :

1 1 21 1
(1_nz> <1+n> >1@%>1<:>n3+n2—n—1>n3<:>n2—n—1>0.

14++5

2 7

L’équation x> — x —1 = 0 a pour solutions 1*—2\/5 et % ; donc l'inégalité équivaut a n >

c’est-a-dire n > 2, ce qui est vrai.
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Exercice n° 104

Montrer que (Va € [0; +o0[), a < V3 +3—2=a*+8a3+ 184> +8a < 3.

Correction
Soita € [0; +o[. Ona:

a<\34+V3-2=a+2</34+V3=(a+2?<3+V3=a>+4a+1<3

= (a2+4a+1)2<3 (cara®+4a+1>0) = a* + 843 +184% + 82 +1 < 3

= a* +84% +184> + 81 <2 < 3.
Conclusion : (Va > 0),a < /343 —2 = a* 4 843 +18a% + 8a < 3.

Exercice n° 105

Montrer que (Vx € [-2;2]) V4 —x2—x <2V2.

Correction
Soit x € [-2; 2] ; les deux membres de V4 — x2 < x + 2+/2 sont positifs, donc :

Vi—x2—x<22e4-2< (x+2f2)2<:>2x2+4f2x+420<:> (x+\f2)220,

ce qui est vrai. Donc (Vx € [—2;2]) V4 —x2 — x < 2V/2.

Exercice n° 106

Soient a et b deux réels. On considere les deux propositions :
P:«a®?+b*+1>ab+a+b» et Q:«(a—b?+(@—172+b-1)>%>0»

1) Montrer que P < Q.

2) En déduire que la proposition P est vraie.

Correction

1) P& 2(a®+b*+1) >2(ab+a+b) < (a>—2ab+b?*) + (> —2a+1) + (> —2b+1) > 0 & (a—
b2+ (a—-1)*+(b-1)*>0< Q.
2) Q est vraie (somme de carrés) et P < Q, donc P est vraie.
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Exercice n° 107

Soient x et y deux réels strictement positifs. Montrer que :

x 2x+5y
< [
y  5x+2y

AN

Correction
Soient x,y > 0:

x  2x+5y vy ) ) 5x3 + 2x%y < 2x%y + 5xy?
=< < =& x"(5x+2y) <xy(2x +5y) <y (5x+2y) &
y SBxgay <3 T X OFH2Y) <xy(2x45y) <y(5x+2y) 2%y 1 52y < Sy 4 23
5x3 < 5xy?
¥y s¥<y*ex<y (carx>0,y>0).
2x%y < 2y°

Exercice n° 108

Montrer que (V(x,y) € R?) Va2+1+y?+1=2&x=y=0.

Correction
Va2 +1+/y2+1=2% (\/x2 +1- 1) + (x/y2 +1- 1) = 0. Les deux termes sont positifs, donc

S Vai+1=1 et W:1@x2:0 et yZ:O@x:yzo_

Exercice n° 109

Soient a et b deux réels. Montrer que la proposition P : «a* + b* > ab (a® + b*) » est vraie.

Correction
Pea+bt—ab—ab® >0 < a®a—b)—0(a—-b) >0« (a-0b)@-0) >0 & (a—
b)? (a®> +ab+1b) >0

2
< (a—b)? [(11 + %) + sz} > 0. Cette derniere inégalité est vraie, donc P est vraie.

Exercice n°® 110

Soient x et y deux réels. Montrer que: x +y = 0 < (|x| = |y| et xy <0).

Correction

Six+y=0,alors x = —y, donc x> = y? et xy = —y> < 0; ainsi |x| = |y| et xy < 0.

Réciproquement, si |x| = |y| et xy < 0,alors x = youx = —y. Six =y, xy = x> < 0 impose x = y = O et
x+y =0;sinon x = —y. Dans les deux cas x +y = 0.
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Exercice n° 111

1
1) Montrer que (Vx € R), 1— ——— >0
que (Tx € R) it
243 1
2) Montrer que (Vx € R"), 4/ % > /x.

Correction

11— <1leV1i+22>1e1+x%> 14 x2 >0, cequi est vrai.

1 1
>0&
V142~ V1 + x2

3 2
1 3 1
2) Pourx >0: \/%2ﬁ@w2x@x2—2x+120@(x—1)220,cequiest

] 5
vrai.

Exercice n° 112

Correction

2
1) Soienta,b E]R*.Méthodel:azib > Vab & >ab < a?+2ab+b? > dab < (a—b)2 >0, ce

qui est vrai.

2
Méthodez.-“zibz\/%@ﬁb—z\/ﬁ\/@zo@ (f—\/E) >0.

(a+D)
4

1 3
2) D'aprés 1) appliqué a 1 et /3, a 1 et /5 puis a 1 et V15 : + V3 RVAVLY

2 >
1+v5 > /5, 1+ Z\/E > +/V/15. Ces nombres sont positifs ; en multipliant membre

(1+v3) (1+8\/5) (1+v15)
(1+V3) (1+5) (1+ V15) > 8V15.

VV3V5V15 = VV/15V/15 = +/15. Donc

a membre :

Exercice n°® 113

2

1) Soit k € Z. Montrer que ?n +km e [—731; 5;] ske{-1;0;1}.
. 2 1

2) Soit a un réel tel que |a — 2| < 3 Montrer que — <

1
10 ~ 3a4+2 6
Correction

271 5 mToo2r 57 271
D == +kme [—%;Tﬂ]@—g—?gkng?—7@—ngkngn@—1§k§1. Comme
keZ:<ke{-1;0;1}.

1 1
2 2 2 4 8
2) |a—2|S§<:>—§Sa—ZS§<:>§§a§§<:>4§3a§8<:>6§3a+2§10<z>ﬁ§3a+2

<

N =
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Exercice n° 114

1) Montrer que (Vx € R)(Vy € R); (x+y)* <2 (x*+1?).
2) Soient a et b deux réels tels que a? + b*> = 2. Montrer que |a + b| < 2.

Correction

D (x4+y)?<2(xP+1?) &2+ 24y <202 +22 0 < 22 —2xy+y? < 0 < (x — y)?, ce qui est
vrai.

2) D'apres1): (a+b)? <2 (a®>+b?) =4,donc [a+b| = \/(a+D)2 <2.

m Inégalités classiques et moyennes

Exercice n°® 115 Les moyennes

Soient a et b deux réels strictement positifs. On appelle :
a+b

la moyenne arithmétique des nombres a et b ;
* ¢ = vablamoyenne géométrique des nombres a et b ;

* h = +— lamoyenne harmonique des nombres a et b ;

a b

a% 4+ b?
. 1 —

la moyenne quadratique des nombres a et b.

1) Montrer que h < g <m <gq.

2) Soient a, b et c des réels strictement positifs. Montrer que :

(1) a+1>2 6) (a+b)(b+c)(c+a) > 8abc
P
1 1
ab a+b (7) —5 < —
2 < 2 2 =
()a+b_ 1 a2+ b2 ~ 2ab
1 1 atb _1/(1 1
1 1 1 a+b b+c c+a 1 1 1
STz 9 < 44z
@) (a+b+c)<a+b+c)29 ()a2+b2+b2+c2+c2+a2_a+b+c
ab be ac a+b+c a2+1 b*+1
5 < >
,,,,,, ( ,),,a,ﬂzf?iffﬁ@i,,,%,,,,,,,,,,(,1,0?,,,@,,,+,,,,a,,,if,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Correction
2
1)g§m.-“§—bz\/%@a+b—2\/&\/520<:)(f—\/5> > 0, ce qui est vrai (et reste vrai pour
a,b > 0).
1,1 5
hgg:enappliquantggmé%et%:”Zb2 %x%,d'ofll l§\/¢Tb.
b
m< gl < R D R 2 pgh 12 < 202 4207 & (a— D)2 > 0.
Donch<g<m<yq
a+1i
2) (1) m> gappliquéaaetl: 2”2 ax1=1donca+1l>2
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2 2ab a-+b ab a+b
< : = < <
2 h<m %+% TS 2 ,donca+b_ I
N 2 a+b 11
(©) Denmme;4_%f;2<kmne4§(a+b)<a+b>.

@ (a+b+c) (+F+1) =3+ (§+2) + (L+§) + (449 2 3+2+2+2 = 9, dapres (1)
(x—i—% > 2 pour x > 0).

. . . a bc ac 2(a+b+c)
6 N < =
(5) On écrit (2) pour (a,b), (b,c) et (a,c), puis on additionne D + . + P 1
a+b+c
—

6) m>g:a+b> 2v/ab, b+ c > 2v/bc, c +a > 2y/ac ; ces nombres sont positifs, on multiplie :
(a+b)(b+c)(c+a) > 8Va%b%c% = 8abc.
1 1
240> —b)? > - < —.
(7) a*+b* > 2ab > 0 (car (a — b)* > 0), donc R
a+b a+b 1/1 1
L gL i
a2 +b2 — 2ab 2<a+b>
9) ?n élcrit1(8) pour (a,b), (b,c) et (c,a), puis on additionne : la somme est < 1 (2 + % +2) =
14141
a b c

2 2 2 2
(10) mZg:;(a ;_1—|—b :1> > 4 +1><b ;_1 :\/(a—l—;) (b—i—%) > /2 x2=2,dapres

2 a
2 2

a+1+b +124

b a

(8) D’apres (7)eta+b > 0:

(1). Donc

Exercice n° 116

Correction

1) Poura >1,a—1 > 0;donc 7 >4 42 24&1—4<:>a2—4a+420<:>(a—2)2 > 0, ce qui est vrai.

2) Pour x,y > 0: x+y > 2,/xy (voir I'exercice sur les moyennes). Comme % > 0et % > 0:

a? b? a? b? a? b?
7> = > — ! O .
b—1+ 1_2 e — 2 a_lxb_1_2\/4><4 8, d’apres 1)
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CHAPITRE
4 Raisonnement par contraposée et raisonnement par
I"absurde
Notions travaillées Dans ce chapitre
e Loi de la contraposée : (p = q) < (7 = P) Série 1 — Raisonnement par contraposée. . . . 59

, . Série 2 — Raisonnement par 'absurde . . . . . 65
e Démontrer qu'une fonction prend des valeurs

distinctes
* Raisonnement parl'absurde: [p = (g et 7)] =
P

e Irrationalité, non-existence d’une solution, d'un
objet ou d"une fonction

m Raisonnement par contraposée

Exercice n® 117

En utilisant le raisonnement par contraposée, montrer que :

1) ¥x € RY, Vy € R, (x#yetx#;>:> x4V

2+x+1 y2+y+1;
x+1 y+1
> > .
2) Vx> 1, Vy > 1, x;éy:>x2+1 7éy2+1
Correction
x y

1) Par contraposée, montrons que

1
= =x=1y ou x=—-.0na:
2+x+1  yr+y+1 y v

x _ Y
2Hx+1 Y +y+1

= x(P+y+1)=y(P+x+1) = x +x—x*y—y =0

=xyy—x)+(x—-y)=0=((x—-y)(l-—xy)=0=x=youxy=1=x=y ou x:;

x+1  y+1
2+1 y2+1

2) Montrons que = x=y.0na:

D@+ =P+ Dy +1) =’ -y +x—y+y* —x* =0
=y =)+ (=Y +y-2)y+x)=0= (y-—x)y-1+x+y) =0=x=y ou xy+x+y=1
Orx>1lety >1,doncxy > letxy+x+y > 3:1'égalité xy + x + y = 1 est impossible. Donc x = y.

Par contraposée, les deux implications demandées sont vraies.
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Exercice n® 118

En utilisant la contraposée, montrer que pour tous x et y de R :

X y
(y#Fletx#y) = H 9 7n

Correction
Par contraposée :

X _ y
2+x+1 Y +y+1
= (x—y)(1—xy)=0=x=y ou xy=1.

=ty +x =yl +xy+y= (x—y) —xy(x—y) =0

Exercice n°® 119

En utilisant le raisonnement par contraposée, montrer que :

3
1) (Vx € R) (x;é—\ﬁ et x#\ﬁ)ém#l;
a b
2) (V(a,b) eR?) (a#betab#1)= ) # R
| comection
1) Par contraposée, il suffit de montrer : (Vx € R), \/xjﬁ =1=x=—V7 ou x=+/7.
x23+2:1:>3:\/m:>9:x2+2:>x2:7:>x:\ﬁou x=—/7.
2) 1l suffit de montrer : ﬁ =i = (a=Db ouab=1).
ﬁzﬁzﬂz(bz—i—l):b(a2+1):>ab2—a2b—|—a—b:O:>—ab(u—b)+(a—b):0

= (a—b)(1—ab)=0=a="> ou ab=1.

Par contraposée, les deux implications demandées sont vraies.

Exercice n° 120

Montrer que :
1) (Vx€[l; +o) (Vy € [1; +0) x#y=x>2—-2x#y>—2y;
2) (Vx€]1; +o0]) (Vy €]1; 400]) x#y= x—l# y

Correction

1) Il suffit de montrer : x> — 2x = y?> — 2y = x = y, pour x,y € [1; +oo[.
-2x=y? -2y = (x—-1)2=@y-12=|x—-1=y—-1 =x—1=y—1(carx—1>0et
y—=1>0)=x=y.

2) 1l suffit de montrer :

x2x_1 = yZy—l =x=y,pourx >1lety >1.

(- =y(@ )=y —xty=0=>xyy-—x)+{y-2)=0= (y-x)(w+1) =0=
y=x ou xy = —1.

Orx >1lety >1,doncxy >1:xy = —1estimpossible. Donc x = y.
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Exercice n° 121

En utilisant la contraposée, montrer que pour tous x et y de |1; +oo] :

Correction

Par contraposée, il suffit de montrer: x> —2x =y?> -2y = x=y. x> —2x = > -2y = (x —y)(x +y) —
2—y)=0= (x—y)(x+y—2)=0=x=y ou x+y =2.

Commex >1lety >1,onax+y>2doncx+y #2etx=1y.

Exercice n° 122

Montrer que V(a,b) € (IR%)*:

a+1 2 b+1
a?+2a+2 " 242042

a#b=

Correction

1 b+1
Par contraposée, il suffit de montrer : at i

P2120+2 D2+2b+2

= a=>b,pourabcR}.

(a+1) (b2+2b+2) =(b+1) <a2+2a+2) = ab? +b* = a?b+a® = ab(b—a) + (b—a)(b+a) = 0

= (b—a)(ab+a+b)=0=b=aouab+a+b=0.
Ora>0etb>0,doncab+a-+b > 0:lesecond cas est impossible. Donc a = b.

Exercice n° 123

Montrer que, pour tous réels x et y :

(xy# —let2x+y#1)= 2%y +xy +2x Zxy—y+1).

Correction
Par contraposée, il suffit de montrer : 2x*y + xy> +2x = xy —y+1= (xy = —1 ou 2x+y =1).

2%y +xyP 4+ 2x=xy —y+1=xyx+y)+2x —xy+y—1=0=xyx+y—1)+2x+y—1) =0

= 2x+y—-1)(xy+1)=0=2x+y=1 ou xy = —1.
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Exercice n° 124

Montrer que (Va € [1; +oo[) (Vb € [4; +0c0]) :

a+b
5

(@#A2o0ub#8) =Va—1+2Vb—4#

Correction

b
Par contraposée, il suffit de montrer: v/a —1+42vb—4 = at

= (a=2 et b=238).

Va—1+2Vb— :“;b e —2Va—14+b—4aVb—4=0

- (a—172m+1)+(b—474\/bf4+4) -0

:,(\/ﬁ—l)2+(\/m_2)2:o:>\/mz1 et Vb—4=2=a=2 et b=8.

Exercice n° 125

Montrer que (Vx € R)(VYy € R) :

(x| # Iyl et |xy| #1) = (v*[x| — [y| # 2*|y| = [x]) -

Correction
1l suffit de montrer : y2|x| — |y| = ¥?|y| — |x| = (|x| = |y| ou |xy| = 1).

Vx| = Iyl = 2yl + x[ = 0 = |x[ly| (ly| = |x]) + (x| = [y}) = 0= (]x| = ly]) (1 = |xy]) = 0

= |x| = ly| ou |xy| = 1.
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Exercice n° 126

En utilisant le raisonnement par contraposée, montrer que :
Dx#y=@x+Dy-1)#x-1)y+1);

2) x#y et xy#4= #y214;

x

x2+4
17

Drtles o EN (reN);

2 —1 5x+1
4)’C7£5y—y:””'é xtr2’

5) x #1=x2—x—2/x+2#0 (x>0);
6) x* +8x°+18x* +8x—2<0=>V3+V3-2>x (x> -2);

1
7) x#Zém#l—\/x—Z (x >2).

oux e R—{-2}ety € R—{5};

Correction
On démontre chaque fois la contraposée.

D (x+D)y—-1)=x-1Dy+1)=xy—x+y—-1l=xy+x—y—1= -2x=-2y=>x=1y.

) L ——
x2+4 y2+4
x ou xy =4.

S xtdx =yl +dy = xy(y —x) +4(x—y) =0= (y—x)(xy—4) =0=y =

17
3) i3 EN=xf3=loux+3=17=x=-2ou x =14 = x =14 (car x € N).
5 1 2y —1
4 y= ;:_2 :>yx+2y:5x+1=>x(y—5):1—2y:>x(5—y):2y—1:>x:75y_y.

5) 2 —x—2/x4+2=0= (2 —2x+1)+ (x—2y7+1) =0= (x—1)2+ (Va—-1)"=0=x=1.
6) V3+V3-2<x=V3+V3<x+2=3+V3< P +4x+4=3< 2 +4x+1

=3< (P 44x+1)° > x4 483+ 182 +8xr—2> 0 (ici x+2 > Oet 2 +4x +1 > /3 > 0).

1_~_\}m:1—\/x—2:>1:(1—\/x—2) 1+vVx-2)=1=1—-(x—-2)=>x=2.

7)

Exercice n° 127

Soient a et b deux réels. Montrer que : ((Ve > 0) |[a—b| <¢) = (a =b).

Correction

1 méthode (contraposée). Montrons que a # b = ((3¢ > 0) |[a—b| > ¢€) : sia # b, il suffit de prendre
_ la—b|

£="— > 0. . .

2¢ méthode (absurde). Supposons (Ve > 0) |a — b| < eeta # b. Poure = @ ; | > 0,ilvient |a —b| < |a; |,

ce qui est absurde.

Exercice n° 128

Soit  un entier relatif. Montrer que si 8 ne divise pas n% — 1, alors n est pair.
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Correction
Raisonnons par contraposée : supposons n impair, n = 2k + 1. Alors n?> — 1 = 4k(k + 1) ; comme k et k + 1

sont deux entiers consécutifs, k(k + 1) est pair, donc 8 divise n? — 1. D’ou le résultat.

Exercice n°® 129

Montrer que, pour tous x et y de R\ {2} :

3x+2 ,3y+42
y—2

Correction 3v4L2  3y2
Par contraposée : soient x,y € R \ {2} tels que P yyi > .Alors 3x+2)(y—2) = By +2)(x —2),

ce qui donne 2y — 6x = 2x — 6y, donc 8y = 8x et y = x. D’ot1 le résultat.

Exercice n° 130

1) Montrer que (Vx € R—{—1}) ; (x # % = x?fl + 1>,

2) Soient a et b deux réels non nuls tels que b # 2a. Montrer que :

1 a+2b
b?ééa —b?éi

Correction
On raisonne par contraposée.
3 1
1) Soitx # —1. x—fl =1=3x=x+1 = x=3 . Par contraposée : x;é = x+1 # 1.
2b 2 1
2) ;;——b 3 =3a+6b=41—-2b=a=8v=b= g% Par contraposée : b # 1 34 = g;% # %

Exercice n° 131

Soient x, y et z des réels. Montrer que :

Correction
Par contraposée, il suffit de montrer : (x > %z et y > %Z) =x+y>z

Six > %z ety > %Z, en ajoutant membre & membre : x +y > %z + %z = z. D’ou le résultat.
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Exercice n°® 132

1) Montrer que V(x; y) € R?; (x#y=x>+x#y>+y).
2) a) Montrer que V(a; b) € R?; (la+b| = |a|+|b| & ab > 0).

b) EndéduirequeV(a;b;c) e R3; (Ja—b|=|a—c|+|b—c|ea<c<boub<c<a).
3) Soita € R. Montrer que ((Ve > 0); |a| <¢&) =a=0.

Correction
1) Par contraposée, montrons x> +x =12 +y=>x=y: x> +x =1 +y = (x —y) (2 +xy+y>+1) =
0= (x—y) [(x—&—%)z%—%yz—{—l} =0 = x =y, car le crochet est > 0.
2) a) Comme |x|> = x? et que les deux membres sont positifs : |a+b| = |a| + |b] & (a+b)> =
(|a| + |b])* < a2 + 2ab + b* = a® 4 2|ab| + b & |ab| = ab < ab > 0.
b) Posonsx =a—cety=c—b,desortequex+y =a—>b. D'aprésa): ja—b|=|a—c|+|c—b| &
(a—c)(c—=b)>0<(a>cetc>b)ou (a<cetc<b)eb<c<aoua<c<b
3) Par l'absurde : supposons (Ve > 0) |a| < eeta # 0. Alors % > 0; en prenant ¢ = %‘, on obtient
la] < |g—‘, soit1 < % : contradiction. Donc a = 0.

W Raisonnement par I’absurde

Exercice n° 133

En utilisant le raisonnement par 1’absurde, montrer que :

1) il n’existe pas de triangle rectangle dont les longueurs des cotés sont 34, 4a et 6a (a > 0) ;

2) V(a,b) eR?*: (ac€Qetb¢ Q)= (a+b)¢Q.

Correction

1) Supposons qu’il existe un triangle ABC rectangle (en A par exemple) de cotés 3a, 4a et 6a. Le plus
grand coté est I’hypoténuse, donc d’apres le théoréme de Pythagore : BC?> = AB? + AC?, c’est-a-dire
(6a)? = (4a)? + (3a)?, soit 36a*> = 25a%, d’ot1 (a > 0) 36 = 25, ce qui est impossible. Donc il n’existe pas
de tel triangle.

2) Supposonsquea € Q,b ¢ Qeta+b € Q. Alors (a+b) —a € Q, c'est-a-dire b € Q, ce qui contredit
b ¢ Q.Donc (a+0b) ¢ Q.

Exercice n° 134

Montrer qu’il n’existe aucun triangle rectangle dont les longueurs des cotés sont 5, 6 et 7.

Correction
Supposons qu’il existe un tel triangle. Son plus grand c6té, de longueur 7, serait I'hypoténuse ; d’apres

le théoréme de Pythagore, on devrait avoir 72 = 6% + 52, c’est-a-dire 49 = 61, ce qui est absurde. D’oi1 le
résultat.
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Exercice n° 135

Montrer par I’absurde que V2 ¢ Q, et en déduire que (\@ + \/§> ¢ Q.

Correction

a
V2 ¢ Q. Supposons que v/2 € Q : il existe deux entiers naturels a et b premiers entre eux tels que v/2 = >
d’ot1 a?> = 2b2. Donc a? est pair et par suite a est pair : a = 2a’ avec a’ € N. Alors 4a’? = 2b?, soit b? = 2a'% :
b? est pair, donc b est pair. Ainsi a et b sont tous deux pairs, ce qui contredit le fait qu’ils sont premiers entre

eux. Donc v2 ¢ Q.

Déduction. Supposons que v/3 + /2 € Q. Alors \/gj—\ﬁ =3 -2 € Q,donc (vV3+v2) - (V3 —

V2) =212 € Q,d’ot1 V2 € Q, ce qui est faux. Donc v/3 + V2 ¢ Q.

Exercice n° 136

1) Montrer que (Vn € N)  (n? pair) = (n pair).
2) Montrer que v/2 ¢ Q.

Correction

1) Par contraposée, il suffit de montrer : si n est impair, alors 72 est impair. Si 7 est impair, il existe k € N
tel que n = 2k +1;alors n? = 4k*> + 4k +1 = 2 (2k? 4+ 2k) + 1 = 2k’ + 1 avec k' € N : n? est impair.

2) Supposons que 2 € Q: il existea € Z etb € N* tels que V2 = % avec g irréductible. Alors a®> = 2b2,
donc a? est pair, et d’apres 1) a est pair : a = 2k. Ainsi 4k* = 2b?, soit b*> = 2k? : b? est pair, donc b est

pair: b = 2k". Alors a_ 2k

b o n’est pas irréductible : contradiction. Donc V2 ¢ Q.

Exercice n® 137

1) Soit n € IN. Montrer que 3 divise 7 si, et seulement si, 3 divise n2.

2) Démontrer que V3¢ Q.

Correction

1) Tl est clair que si 3 divise 7, alors 3 divise n?. Réciproquement, supposons que 3 divise 1’ et, par
I'absurde, que 3 ne divise pas 1. Deux cas se présentent :
e n=3k+1:n2=3 (Sk2 + 2k) + 1, donc 3 ne divise pas n? : absurde ;
o n=23k+2:n%=23(3k+4k + 1) + 1, donc 3 ne divise pas n* : absurde.

Conclusion : 3 divise 7 si, et seulement si, 3 divise n2.
2) Supposons v/3 € Q: V3 = % avec a,b € N* premiers entre eux. Alors a> = 3b? : 3 divise a2, donc 3

divise a d’apres 1). En écrivant a = 3k, on obtient 3k%2 = b2, donc 3 divise b. Ainsi 3 est un diviseur
commun de a et b, ce qui contredit le fait qu’ils sont premiers entre eux. Donc v/3 ¢ Q.
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Exercice n° 138

En utilisant le raisonnement par 1’absurde, montrer que :

1) Vn € N*, "ZéQ;

a% + b2

S EN.

2) V(a,b) € N> telsquea > b:

Correction

1) Supposons qu'il existe n € IN* tel que 4/ nL—Q—Z € Q:ilexiste (a,b) € N x IN*, premiers entre eux, tels

2 2

a
Comme 5 est irréductible, ﬁ I'est aussi ; il existe

n a n a
— = - . Al

—— b(aveca<b) orsn_i_2 R
donc un entier k > 1 tel que n = ka® et n +2 = kb?>. D'ottk(b — a)(b+a) = 2.

Orb—azletb—l—uzb—a,avecazl(carn7é0),doncb+a23:impossible.Donc1/nL+2éQ.

2, 12
2) Supposons que % —k €N, aveca > b > 1; nécessairement k > 2. Alors a®> + b* = k (a2 — bz),
d’ott b?(1 + k) = a®(k — 1), soit

que

b\* k-1 n .
<a> i enposantn =k —1 ¢ IN*.

1
b n a* + b2
Donc - = € Q, ce qui est faux d’apres 1). Donc IN.
a n+2 Qceq pres1) a? —b? ¢
Note : pourb = 0, le quotient vaut1 € IN : la propriété 2) suppose donc b # 0. Le raisonnement de la question 1 a été complété (cas ou la
fraction ' n’est pas irréductible).
Exercice n°® 139
En utilisant le raisonnement par 1’absurde, montrer que :
1) Vn € N* éé Q;
2) Va€]0,+oo \/tl-f— —Va+1#+Va+1—/a;
1 1
3) 7+f—f — aveca>0,b>0,c>0eta®>+b>+c><2;
a b ¢ abc
c c
4) b> 5 oua> avec (a,b,c) e R3eta+b>c.
Correction
1) Supposons /%5 = § aveca, b € IN* premiers entre eux. Comme 7 et 12 + 1 sont premiers entre eux, ;17

est irréductible et g—i aussi, doncn = a’etn+1=0b% Alors (b —a)(b+a) =1,doub—a=b+a=1,
soita = 0 et n = 0 : contradiction avec n € IN*.

2) Supposons \/a—I—Z —va+1l = Va+1—+/a Alors Va+2++a = 2y/a+1, dou 2a +2 +
2\/a(a+2) =4(a+1),\/a(a+2) =a+1,puis a® + 2a = a®> + 2a + 1, s0it 0 = 1 : contradiction.

3) Supposonsf—i—f—f— abc,alorsbc—l—ac—ab—l Ona (a+b—c)? = a®+b>+c*+2ab — 2ac — 2bc =
a® + b + c? —2(ac + bc — ab) = a* + b* + > — 2.
Or (a+b—c)?>>0,dotta? +b*> 4 c¢*> > 2 : contradiction avec a® + b* + ¢> < 2.

4) Supposons b < % eta < % ;alorsa + b < ¢: contradiction aveca +b > c.
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Exercice n° 140

Montrer par I’absurde que (Va € [0; +o0[), Va+2—+Va+1#+Va+1—/a.

Correction

Supposons quil existea > Otel que vVa+2—+v/a+1=+va+1—/a. Alors Va+2+/a=2va+1,dou,
enélevantau carré: a+2+2y/a(a+2)+a=4(a+1),so0it2va%? +2a = 2a + 2, puis Va? +2a = a+ 1 et
a2 +2a = a2 +2a+1, Cest-a-dire 0 = 1 : absurde.

Conclusion: (Va € [0; +o0[), Va+2—+va+1#Va+1—/a.

Exercice n° 141

Soient a, b et ¢ trois réels. On considere les équations :
(E1) : x* —2ax+bc=0 (Ep) : x* —2bx +ac=0 (Es): x> —2cx+ab=0

Montrer par ’absurde qu’au moins 1'une de ces équations admet une solution dans RR.

Correction
Supposons qu’aucune de ces équations n"admette de solution dans R. Alors leurs discriminants sont

strictement négatifs :
Ay =4a% —4bc <0 (1), Ay =4b* —4ac<0(2), A3 =4c*—4ab<0(3).

Ainsi a? < be, b < ac et ¢® < ab. Les inégalités (1) et (2) donnent 0 < a2 < bcet0 < b2 < ac;en les
multipliant membre & membre : a?b?> < abc®. Comme ab > 0 (car ab > ¢*> > 0 d’apres (3)), on obtient
ab < c?, ce qui contredit (3).

Donc notre supposition est fausse : au moins 1'une des équations (E; ), (Ez), (E3) admet une solution dans
R.

Exercice n°® 142

Montrer que V(x,y) € R?: 2e -y #1
1 g4 o242 ’
Correction ) )
Par l'absurde : supposons qu'il existe (x,y) € R? tel que % = 1. Alors 2x — y?> = x*> +2, d’'ot

(x2—=2x+1) +y?>+1=0,soit (x —1)>+y? = —1, ce qui est absurde car (x —1)> +y2 > 0.

2
Conclusion : V(x,y) € R?, 2;2 +y2 # 1

Exercice n°® 143

Montrer par I'absurde que I'équation (E) : x> + x — 1 = 0 n’admet pas de solution dans Z.

Correction
Supposons que (E) admette une solutionk € Z: k3 +k —1 =0, d’ottk (k> + 1) = 1. Comme k? + 1 > 0,

onak > 0,donc k € IN; or le produit de deux entiers naturels vaut 1 si, et seulement si, les deux valent 1 :
k=1etk?+1=1,douk=0.Ainsik=1etk =0, ce qui est absurde.
Conclusion : I'équation (E) n’admet pas de solution dans Z.
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Exercice n° 144

Montrer que le systéme

2x -3z >3
(S§): ¢3y—2x>3
y—z<2

n’admet pas de solution dans R3.

Correction
Supposons que le systéme admette une solution (a,b,¢) € R3:2a —3c¢ >3 (1),3b —2a >3 (2)etb—c <2

@)
En additionnant membre a membre (1) et (2) : 3b — 3c > 6, d’ot1 b — ¢ > 2, ce qui contredit (3).
Conclusion : le systéme (S) n’admet pas de solution dans R®.

Exercice n° 145

En utilisant le raisonnement par 1’absurde, montrer que le systeme

2x — 3z >3
3y—2x >3
y—z<2

n’admet pas de solution dans IR®.

Correction
Supposons qu'il existe (x,y,z) € R? vérifiant le systeme. En ajoutant membre & membre 2x — 3z > 3 et

3y—2x >3 (sia > betc>d, alorsa-+c > b+ d), onobtient 3y — 3z > 6, soit y — z > 2, ce qui contredit
y —z < 2. Le systéme n’a donc pas de solution dans R>.

Exercice n° 146

On considere la proposition
P: (Vx€[0; +oo) (Vy €[0; +o0[), (xy<1)=(x<1ouy<1).

1) Donner la négation de P.

2) Montrer par I'absurde que P est vraie.

Correction

1) Lanégation de (A = B) est (A et B). Donc P: (3x € [0; +oo[) (Fy € [0; +o0]), (xy <1) et (x>
1ety>1).

2) Supposons que P soit vraie : il existe deux réels positifs x et y tels que xy < 1,x > lety > 1. Maisx > 1
ety > 1 entrainent xy > 1, ce qui contredit xy < 1. Donc P est vraie.
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Exercice n°® 147

Montrer par ’absurde que (Vx € R)(Ve > 0), |x|<e=x=0.

Note : énoncé reproduit tel qu'il figure dans le document source ; il se lit : si |x| < e pour toute > 0, alors x = 0.
Correction .
. X
Soit x € R tel que |x| < & pour tout ¢ > 0. Supposons que x # 0 et posons ¢ = S otonae> 0, donc

|*]

1
lx| < EX doul < 5 (car |x| > 0), ce qui est absurde. Donc x = 0.

Exercice n° 148

Montrer par ’absurde que :

1) (Vn € N) 4”6+3¢1N,-

2) (VneN) AnF201d ¢ N;

3) (Vn € 2) %éZ;

4) (VneZ) 4”:3¢{3m7+2/mez}.

‘ [A VERIFIER DANS LE PDF SOURCE] ‘Question 2 : la correction du document source traite v/4n + 2.

Correction

4ng+3

1) Supposons qu’il existe ng € IN tel que nT € N : il existe m € IN tel que 4ng +3 = 6m. C'est

absurde car 4n¢ + 3 est impair et 6m est pair.
2) Supposons qu'il existe g € N et m € N tels que \/4ng+ 2014 = m. Alors 4ng + 2014 = m? ;
comme 41 + 2014 est pair, m? est pair, donc m est pair (sinon m? serait impair) : m = 2k. Il vient
4ng + 2014 = 4k2, soit 2ng + 1007 = 2k? : absurde, car 21y + 1007 est impair et 2k2 est pair.
8np + 2013

0 = my. Alors 8ng 4 2013 = 10my : absurde, car

3) Supposons qu'il existe ng, my € Z tels que
10my est pair et 8ng + 2013 est impair.

4ng+3 B 3mgy+2

7 On en déduit 28ng + 21 = 18my + 12 :

4) Supposons qu'il existe ng, mg € Z tels que
absurde, car 281 + 21 est impair et 18m( + 12 est pair.

Note : question 2 : le corrigé du document source traite \/4n + 2 ; le méme raisonnement est appliqué ici & \/4n + 2014.
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Exercice n°® 149

Soit x un réel tel que cos®(x) — sin’(x) = 1.
1) En raisonnant par 1’absurde, montrer que 0 < cos(x) et sin(x) < 0.

3 2

2) Montrer que cos” x — sin® x < cos? x + sin® x.

3) Enraisonnant par 'absurde, montrer que

cosx =0 COS X =
. Ou .
sinx = —1 sinx =
Correction
1) Sicosx < 0, alors de cos® x — sin®x = 1 on déduit sin®x = —1 + cos®x < —1, ce qui est absurde

car —1 < sinx < 1. Donc 0 < cosx. De méme, si sinx > 0, on aboutit a cosPx =sin®x+1>1:
contradiction. Donc sin x < 0.

2) Pour toutt € [-1;1], -1 < 3 <+ < 1. Comme —1 < cosx < let—1 < sin(—x) < 1: cos®x —
sin® x = cos® x 4 sin®(—x) < cos? x + sin?(—x) = cos? x + sin x.

3) Supposons (cosx # 0 ou sinx # —1) et (cosx # 1 ou sinx # 0). D’apreés 1), on obtient alors
0 < cosx < 1lou—1 < sinx < 0; dans ces deux cas, I'inégalité de 2) est stricte : cos? x —sindx <

cos? x + sin? x = 1, ce qui est absurde. D’oi1 le résultat.

3x —sin®x =1 < cos? x(1 — cos x) + sin? x(1 + sinx) = 0 ; les deux

cosx =1 cosx =0
ou

Remarque : Autre méthode : cos

sinx =0 sinx = —1

termes étant positifs, ils sont nuls, d’our {

Exercice n° 150

Soient n un entier naturel impair et x1,x,...,x, les éléments de l'intervalle d’entiers [1; n]],
rangés dans un ordre quelconque. Montrer qu’il existe au moins un entier k de [1; n] tel que
X — k soit pair.

Correction

Raisonnons par 'absurde : supposons que, pour tout entier k de [1; #n]), le nombre xj — k est impair. On

utilise les résultats suivants : la somme de n nombres impairs est impaire si, et seulement si, n est impair.
n

Comme 7 est impair, le nombre )_ (xx — k) est impair. Mais les x; sont les éléments de [[1; ] dans un

k=1
n

n n
certain ordre, donc Z (xp—k) = Z Xp — Z k =0, qui est pair : contradiction. D’ot1 le résultat.
k=1 k=1 k=1
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Exercice n° 151

Montrer que I'équation x* + x3 + x2 + x + 1 = 0 n’admet pas de solution rationnelle.

Rappel : Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, ils n"ont aucun
diviseur premier commun.

Correction
. . . . . a
Raisonnons par 1'absurde : supposons que 1’équation admette une solution rationnelle r = — aveca € Z,

b € IN* et a, b premiers entre eux. Alors a* + b+ a?? +ab® +b* =0,d’ou b (a3 + a%b + ab® + b?’) = —q*
: b divise a*.

Par conséquent b = 1 ; sinon b admettrait un diviseur premier qui diviserait aussi a (la divisibilité est
transitive), ce qui contredit le fait que a et b sont premiers entre eux.

Alorsa* +a®+a2+a+1=0, ce qui montre que a divise 1, donca € {—1; 1}. Mais ni 1 ni —1 ne sont
solutions de I'équation (1 +1+1+1+1=5et1-1+1-1+1=1).

Conclusion : 'équation x* + x% + x? + x + 1 = 0 n’admet aucune racine rationnelle.

Exercice n° 152

Montrer qu’il n’existe aucune fonction f définie sur IN* et a valeurs dans IN* vérifiant :

Correction
Supposons qu'il existe une fonction f de N* dans lui-méme vérifiant (Yn € IN*)(Vm € IN*) f(n)/(") = m",

En particulier, pour n = m = 1: f(1)/() = 11 = 1, donc nécessairement f(1) = 1. Par conséquent, pour
n=1:(YmeN*) 1" =m!, cest-a-dire (Vm € N*) m = 1: IN* se réduirait a {1}, ce qui est absurde.
Conclusion : il n’existe aucune telle fonction.

Exercice n° 153

Montrer qu’il n’existe pas de fonction f définie de IN vers IN vérifiant :

Correction )
Par l'absurde : supposons qu’une telle fonction existe. Pour y = 1: (Vx € N) (f(x))/ M = 1(1). Pour

x=1: (% eN) ()Y =y @.
* Sif(1) =0: (2) avec y = 2 donne 0/(2) = 2, impossible.

* Sif(1) #0: (1) donne (Vx € N) f(x) = 1; alors (2) avec y = 2 donne 1/(2) = 2, c’est-a-dire 1 = 2,
impossible.

Il n’existe donc pas de telle fonction.
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Exercice n° 154

Montrer qu’il n’existe pas de fonction f définie de R vers R vérifiant les deux conditions :

a (VreR) f(2) - (fW)F 2 ;)
b- (V(x1; XQ) € ]RZ) f<X1) = f(xz) = X1 = X3.

Correction
Par I’absurde : supposons qu’il existe une fonction f vérifiant les deux conditions.

Pour x = 0: f(0) — £(0)2 > 1 & 4£(0)2 —4f(0) +1 <0 & (2f(0) —1)* <0 = £(0) = L.
Pourx=1:f(1) - f(1)2> 1 & (2f(1) -1)* <0 & f(1) = L.
Ainsi f(0) = f(1), et d’apres la condition b) : 0 = 1, contradiction. Il n’existe donc pas de telle fonction.

Exercice n° 155

Soit a un réel tel que 1 < a < 2. Montrer que (Vx € R) x*+ax+1#0.

Correction
Par I'absurde : supposons que ’équation x? + ax + 1 = 0 admette une solution réelle. Son discriminant

A = a® — 4 est alors positif, donc a € ]—c0; —2] U [2; +0o[, ce qui contredit 1 < a < 2. Donc (Vx €
R) x% +ax+1#0.

Exercice n° 156

Soient a, b et c trois réels strictement positifs vérifiant

abc > 1 et a+b+c<%+%+%.
Montrer que :
1) aucun de ces nombres n'est égala1;
2) 1'un de ces nombres est strictement inférieur a 1.
Correction
1) Supposons, par exemple,a = 1. Alorsbc > letl+b+c <1+ % + %, soit b+ ¢ < b;CC, d’ott be < 1 (car

b+ c > 0) : contradiction. De méme pour b et c. Donc aucun de ces nombres n’est égal a 1.
2) Supposonsa >1,b>1etc>1;d’apres1),a>1,b>1,c>1. Alorsa+b+c > 3et%+%+% <3,
donca+b+c > % + % + % : contradiction. Donc I'un des nombres est strictement inférieur a 1.

Note : pour la question 2, le raisonnement du document source est incomplet ; il a été remplacé par celui ci-dessus.
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Exercice n°® 157

Soit 7 un entier naturel.

1) Déterminer les restes de la division euclidienne de n? par 5.
2) Montrer que (Vn € N) +/5n+7 ¢ IN.

Correction

1) Selon le reste de la division de n par5: n = 5k = n*> =5 (5k%) ;n =5k + 1 = n* = 5 (5k* + 2k) +1;
n=>5k+2=n®>=>5(5k>+4k) +4;
n=>5k+3=n>=5(5k>+6k+1)+4;n=>5k+4=n>=5(5k*+8k+3) +1.

Les restes possibles de la division de n? par 5 sont donc 0, 1 et 4.

2) Par 'absurde : supposons qu'il existe g € IN et Ny € IN tels que /519 +7 = Ny. Alors N3 = 5ng +7 =

5(np+ 1) + 2 : le reste de la division de N2 par 5 serait 2, ce qui est impossible d’aprés 1). Donc

(Vn € N) v/5n+7 ¢ IN.

Exercice n° 158

Montrer que l'équation (x) : 3cosx = 7x* 4+ 2x + 5 n’admet pas de solution dans RR.

Correction
Par l'absurde : supposons que (*) admette une solution xg. Alors 3cosxg = 7x3 4+ 2xg +5 = (xg + 1)2 +
6x% 4+ 4 > 4, donc cos xg > % > 1: contradiction avec cos x < 1. Donc (*) n’admet pas de solution dans RR.

Exercice n° 159

Montrer qu’il n’existe pas de polyndme P(x) = ax® + bx? + cx +d, ot a, b, c et d sont des entiers
relatifs, vérifiant P(1) = 1 et P(2007) = 2.

Correction
Par I’absurde : supposons qu’un tel polynome existe. Alors

P(2007) — P(1) = a (20073 - 1) +b (20072 - 1) +¢(2007 — 1) = 2006 [a (20072 + 2008) +2008b + ¢ .

Or P(2007) — P(1) =2 —1 =1; donc 2006 divise 1 : impossible. Il n’existe donc pas de tel polynome.

Exercice n° 160

Montrer que :

Correction
Par l'absurde : supposons qu'il existe & € |—%; Z[ tel que tan*a + (a®> +2|a| — 1) tan’ax+1 =0. Ona
« # 0 (sinon 1 = 0), donc tana # 0 et

1
tan2a+72 = - (0(2+2|IX| —1) = —(ja]+1)*+2<2.
tan- «
Or tan?a + >— > 2 contradiction. D’ot1 le résultat.
tan“
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CHAPITRE
5 Raisonnement par disjonction des cas
Notions travaillées Dans ce chapitre
o Loi:[(p=71) et (=1)] < [(p ou q) = 1] Série 1 — Démontrer par disjonction des cas. . 75
Série 2 — Valeurs absolues : équations, in-

e Partition d'un ensemble en cas (signe, parité,

, S équations, systémes . . . . ... ... ... 79
restes d’"une division)

¢ Equations, inéquations et systemes comportant
des valeurs absolues

m Démontrer par disjonction des cas

Exercice n° 161

En utilisant le raisonnement par disjonction des cas :

3

1) montrer que 6 divise n° — n pour tout entier naturel n ;

2) montrer que 3 ne divise pas n? + 1 pour tout entier naturel 7.

Correction

1 (Vn € N)n® —n=n(n—1)(n+1). D’aprés la division euclidienne par 6, tout entier naturel n s’écrit
6k, 6k +1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4 ou 6k + 5.

* Sin =6k, n=06k+1oun = 6k+5:1undes facteurs n, n — 1, n + 1 est multiple de 6.
o Sin=6k+2:n%—n=(6k+1)(6k+2)(6k+3)=6(3k+1)(6k+1)(2k+1).
* De la méme fagon pour n = 6k + 3 et n = 6k + 4 (un facteur est pair, un autre multiple de 3).

Conclusion : 6 divise n>

2) D’apreés la division euclidienne par 3, n = 3k + raveck € Netr € [0; 2]. Alorsn? +1 =3 (3k2 + 2kr) +
r2 + 1, donc 3 divise n? + 1 si, et seulement si, 3 divise 2 4+ 1. Or ¥2 + 1 vaut 1, 2 ou 5 selon quer=0,1
ou 2 : aucun n’est multiple de 3. Donc 3 ne divise pas n? + 1.

— n pour tout entier naturel 7.

Note : dans le cas n = 6k + 2, le corrigé du document source comporte une coquille ; I'égalité a été rectifiée.

Exercice n°® 162

Montrer que le produit de trois entiers relatifs consécutifs est divisible par 6.

Correction
Soit 7 un entier ; montrons que 6 divise n(n +1)(n + 2).

Meéthode 1 : on applique l'exercice précédent, car n(n +1)(n +2) = (n+1)3 — (n +1).
Méthode 2 (disjonction des cas, n = 6k +r,r € [0; 5]) :

® sin = 6k, 6k + 4 ou 6k + 5 : 6 divise respectivement n,n +2oun+1;
e sin=6k+1:2divisen+1et3divisen +2;

e sin=6k+2:2divisenet3divisen+1;

e sin =6k+3:2divise n 4+ 1 et 3 divise n.

Dans tous les cas, 6 divise n(n + 1) (n + 2).
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Exercice n° 163

Montrer que (Vx € R), x+vx2+1>0.

Correction
Meéthode 1 (disjonction des cas).

e Six>0:vVx2+1>0etx>0,doncx+vx2+1>0.

. ; (\/x2+1+x) (\/x2+1—x> 1
e Six<0:vVxt+1—x>0etvxt+1+x= = > 0.
VxZ4+1l—x Vx241—x

Meéthode 2. Pour x € R: x> +1 > x?,donc V22 +1 > Va2 = |x| > —x,d’ott Va2 + 1+ x > 0.

Exercice n° 164

Montrer que (Vx € R) vx2—2x+2—(x—1) >0.

Correction
Meéthode 1 (disjonction des cas).

e Six<1l:—(x—1)>0etVx2—-2x+2=+/(x—1)2+1 > 0; en additionnant : vx2 —2x +2 — (x —
1) > 0.

x2—2x+2—(x—1)2 1
e Six>1:vVx2—-2x+2—(x—1) = = > 0.
- ( ) Va2 —2x+24+x—-1 Va2 —2x+24+x—1

Méthode 2. (x —1)2+1> (x—1)?,donc /(x —1)2+1> |x—1] > x—1,douvVx2 —2x +2— (x—1) > 0.

Exercice n° 165

1
Montrer que (Vx € R) vx2+1+ E(x +2)>0.

Correction
On raisonne par disjonction des cas.

e Six > —2: %(x +2) > 0etvx2+1 > 0, donc la somme est strictement positive.
(x24+1) — §(x+2)?

e Si x < —2: on utilise 'expression conjuguée : vVx2+1+ $(x+2) = =
Va2 +1-3(x+2)

)
Va2 +1-3(x+2)
Pourx < —2: x < Oet3x—4 < 0, donc £(3x —4) > 0; de plus Vx2+1— 1(x+2) > 0. Donc
I'expression est strictement positive.
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Exercice n° 166

1) Ftudier le signe de ’expression u(x) = 2x + 1 +2vx2 + x, ott x € |—00; —1]U[0; +oo].
2) Montrer que (Vx € R) Vx242x+2>x+1.

Correction B A2
Méthode.PourB20:siAZO,A+\/§ZO;SiA<O,\/§+A:ﬁalesignedeB—Az(deméme,
B— A2
SiA>0,VB-—A=—").
NEE

1) Six €[0; +oo[: 2x+1 > 0, donc u(x) > 0.

. . . 4(x%+x)— (2x+1)?
Six € ]—oo; —1]: 2x+1 < —1 < 0 et, avec I'expression conjuguée, u(x) = (< ) =

W fx—(2x+1)
-1
2V +x— (2x +1)
Bilan: u(x) > Osur [0; +oo[ et u(x) < 0sur |—oco; —1].
2) On utilise la méme méthode avec B = x> +2x +2 = (x +1)2+1 >0et A =x+1. Six+1 <0

2420 42— 1)2
VX2 4+2x42 >0 > x+1 Six+1>0: Va24+2x+2—(x+1) = Y22 ()7

< 0, car le dénominateur est > 0.

) VaZ+2x+2+x+1
> 0. Dans les deux cas, V2 +2x +2 > x + 1.
VxZ42x+24+x+1

Exercice n° 167

Soit n un entier naturel non nul. Montrer que si 3n + 1 est un carré parfait, alors n + 1 est la
somme de trois carrés parfaits.

Correction
Supposons 31 + 1 = a? avec a € IN*. Par division euclidienne, a = 3q+ravecq € Netr € {0; 1; 2}.

Comme 3n = a®> — 1,3 divise 2> — 1; orsi r = 0, 2> — 1 = 94> — 1 n’est pas divisible par 3. Donc 7 = 1 ou

r=2.

e r=1:a>=9¢>+6g+1,donc3n+3=9g>+6q+3,s0itn+1=3¢>+27+1=g*+ 4>+ (7 + 1)~

e r=2:a2=9g>+12g+4,donc3n +3 =992 + 129 +6,s0it n +1=3¢> + 49 +2 =g> + (g + 1)*+ (g +
1)2.

Dans les deux cas, nn + 1 est la somme de trois carrés parfaits.
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Exercice n° 168

1) Montrer que I'équation |x — 1| + |x + 1| — |x| = 0 n"admet pas de solution dans RR.

1
2) Résoudre dans R I'inéquation (I): —2 < p < 1.

Note : dans le document source, la question 2 est numérotée 3).

Correction

1) Quatre cas se présentent :
¢ x < —1:l'équation équivauta —x +1—x —1+x = 0, soit x = 0 : absurde ;
e —1<x<0:elleéquivauta —x+1+x+1+4x =0, soitx = —2: absurde ;
e 0 <x<1:elleéquivauta —x+1+4+x+1—x =0, so0itx =2: absurde;
e x >1:elleéquivautax —1+x+1—x =0, soit x = 0: absurde.

L’équation n’a donc pas de solution dans RR.
1 1 1
2) (I) est définie sur R*. Dans R*: (I) & -2 < 7 < 0ou0< 2 < lex< —5 oux> 1.

DoncS:}—oo; —%[U]l,‘ +o0l.

Exercice n° 169

Soient x, y et z trois réels tels que 1'un d’eux est strictement positif, un autre est nul et le dernier
est strictement négatif, et qui vérifient les implications suivantes :

x=0=y>0 x>0=y<0 y#0=2z>0

Déterminer, parmi ces nombres, celui qui est nul, celui qui est strictement positif et celui qui est
strictement négatif.

Correction
On sait que I'un des nombres x, y, z est nul.

® Supposons x = 0 : d’apres la premiere implication y > 0, donc y # 0, et d’apres la troisieme z > 0. Ainsi
y > 0etz > 0, ce qui contredit les données. Donc x # 0.

® Six > 0:d’apresla deuxieme implication y < 0, donc y # 0 et, d’apres la troisiéme, z > 0 : contradiction
(aucun nombre nul). Donc x < 0.

e Alors I'un des nombres y, z est nul et l'autre strictement positif. Siy > 0, alorsy # Oetz > 0:
contradiction. Doncy = 0etz > 0.

Conclusion: x <0,y =0etz > 0.
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m Valeurs absolues : équations, inéquations, systemes

Exercice n° 170

En utilisant la disjonction des cas, résoudre dans IR :

(E1): x* =5|x—3|—-21=0 (Ep): |¥*—x—6| —2x+4=0
Correction
(Ey):x? —5|x — 3| —21 =0.
e 1cas: x >3. [x—3| =x—3et(E) & x> —5x—6=0;A =49, x; = 6 (convient), x, = —1 (ne

convient pas). 51 = {6}.
® 2¢cas:x <3.|x—3| = —x+3et(F;) & x2+5x—36=0; A =169, x; = 4 (ne convient pas), x = —9
(convient). S, = {—9}.

Donc S = 51 US, = {6; —9}.
(Ep) : |x* — x — 6] — 2x +4 = 0. Le trindme x> — x — 6 a pour racines —2 et 3 ; il est positif sur | —oo; —2] U
[3; +oo] et négatif sur [—2; 3].

V17
e 1% cas: x € |—oo; —2]U[3; +oo[. (E2) & x> —-3x—-2=0;A =17, x; = 3% (convient),
3—-v17 . 3++V17
Xy = — (ne convient pas). S| = — [
-1+ v41
e 2°cas:x €[-2;3]. (B2) & —x2+x+6-2x+4=0&x>+x-10=0;A =41, x = %
_ —1— /41 . —1+ V41
(convient), x, = — (ne convient pas). Sp = — [
{3+\/17 \/41—1}
Donc S = ; .
2 2
Exercice n° 171
Résoudre dans R : 2|x — 3| — 3|x — 2| = 4x — 5.
Correction
On écrit I'équation sans valeur absolue :
x |—o0; 2| [2; 3] [3; +00]
2|x — 3| —3]x — 2] x —5x +12 —Xx

e x<2:ix=4x—5&x=3et3<2:5 ={3}
e 2<x<3:-S5x+12=4x-5&x=Y ¢[2;3[:S5=2.
e x>3: —x=4x-5&x=1¢[3; +oo[: 53 =2.

5251U52U53:{g}.
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Exercice n® 172

Résoudre dans R : |x? — 2x| > 2x — 3.

Correction

* 1% cas: 2x — 3 < 0, c'est-a-dire x < 3. Comme |x?> —2x| > 0 > 2x — 3, I'inéquation est vérifiée :
51:]700,‘%[.

e 2°cas: x> 3. Comme [A| >7r < (A< —r ou A>r)pourr >0: [x2—2x| >2x —3 & 22 —2x <
—2x+3 ou ¥*—2x>2x-3&x><3 ou (x—1)(x—3)>0

< —/3<x <43 ou (x<1 ou xZS).Avech%:Szz{%;\/g}u[?;ﬂroo[.

NI

SleLJSz:}—oo;\/g} U[3; 4oof.

Exercice n° 173

Résoudre dans R 1'équation (E) : 3 —2|x — 4| = 2x +5.

Correction
® Six <4:(E) devient3 —2(—x +4) = 2x + 5, soit —5 = 5: impossible.
® Six>4: (E)devient3 —2(x —4) =2x +5,s0itx = 3 ;or 3 ¢ [4; +ool.

Donc § = @.

Exercice n° 174

Résoudre dans R 'équation (*) : |x —2| + |x — 3] = x + 2.

Correction
Posons A(x) =[x = 2|+ [x = 3] —x —2:

X ]—00;2] | [2;3] | [3; 4]
A(x) | 3x+3 | —x—1| x-7

e x<2:-3x+3=0&x=1€]-00;2]:5 ={1}.
¢ 2<x<3:—x—-1=0&x=-1¢[2;3]:5=0.
e x>3:x-7=0&x=7¢c[3; +oo[: 53 = {7}.

5251U52US3={1;7}.

Exercice n° 175

Résoudre dans R l'inéquation 2x + 1 — |[4x — 3| < 3x — 4.

Correction

® Sidx —3 <0, c’est-a-dire x < % : 'inéquation devient 2x + 1 +4x — 3 < 3x — 4, soit x < —%. D’out
ve oo 3]

e Six > 3:elledevient2x +1—4x+3 < 3x —4,soitx > §. D'ottx € |§; +oo|.
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Exercice n° 176

Résoudre dans R chacune des inéquations suivantes :
x
(1) |2x—1|<§ (2) |x+1] < |x—1]
Correction
@R2x-1/<3:
e six <0: pas de solution ;

e si0<x<i:1l-2x<isox>% douxe
2 2 5
2
3

[

3) Bx —1| —|2x+ 1] > —x:
o six<—}:-Bv+142v+1> —x 2> 0, vrai: 8= |—eo; -

<x<hil-3x-2v-1>-xex<0:8=[-1;0[;

1
2
e six>L:3x—1-2x—1>-x<x>1:8"=11; +o0|.
3 3

(3) Bx—1] —2x+1] > —x

2

1};

esix>}:2x—1<3ex<3 douxe [%,
_12.2
S1=1%; 3
@x+1<|x—1e (x+1)2?<(x-1)2?©4x <0 x<0:5, =]—00;0].
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Exercice n° 177

1) Résoudre dans R I'équation (E) : 2x? — [x +2| — 13 = 0.

2lx—14+y=3
2) Résoudre dans R? le systéme (S) : | I+y

lx —2|+2y =4
Correction
D (E): 222 — [x+2| - 13 =0.
e 1 cas: x > —2. (E) & 2x> —x—15=0; A = 121, x; = 3 (convient), x, = f% (ne convient pas).

S, = {3}.
—-1++/89 -1 —-+89

e 2cas:x< 2. (E)&2x>+x—11=0;A=89,x; = % (ne convient pas), x, = —

(convient). S, = {_1_4\/@}
S=5US =1{3; _1%/83

2) Systéme (S).Onax—1=0<x=1etx —2=0< x =2, d’ol trois cas.

2x+y=1
e x<1:(5« Yy < x=0 et y=1(0<1convient). 5y = {(0; 1)}.
—x+2y=2
2x+y=>5 8 9 8 : 8.9
e 1<x<2: (5 & sx=%ety=2(1<8<2convient). S = {(&;2)}.
—x+2y=2
2x+y =5 4 7
e x>2:(§S Sx=zety=4%4maisz <2:53=0
(S) {x+2y—6 3 ¢tV =3 3 3

s={(0:1); (39}
Note : le corrigé du document source donne x, = 1=v89

1+ coquille corrigée.
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Exercice n° 178

1) Résoudre dans R I'équation 2x? — [x — 3| —4 = 0.
2 1l—-y=4

2) Résoudre dans R? le systéeme ¥+ 1 -y
lx+2|+2y =6

Correction
1) Cas x > 3: |x — 3] = x — 3 et I'équation devient 2x2 —x—1=0;A =9, racines 1 et —%, toutes deux
< 3: pas de solution dans ce cas.

Cas x <3:|x —3| = —x + 3 et I"équation devient 2x24+x—7=0; A =57, racines %ﬁ, toutes deux
< 3.
Donc S = {7*1*4@; 7*12‘/577}.

2) On distingue trois cas.

2x —y =2

;A =5 A =8 A, =6, dou (v,y) = (&2), qui
ci2y 4 . y (xy) = (3.8) q

* x > —1: le systtme devient {
convient car % > —1.

—2x—y =6

A= -3,Ar =16, dottx = —1 ¢ [—2; —1] : pas de solution.
x+2y=4 g 3 [ I:p

. —2§x§—1:{

2x—y=6
e x< 2.0 7Y ;A =—5A, =20,A, = —10,d’ot1 (x,y) = (—4,2), qui convient.
—x+2y=38

S={(58);(-42)}.
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6 CHAPITRE
Applications : équations, inéquations et systemes

Notions travaillées Dans ce chapitre

Série 1 — Equations et inéquations irra-
tionnelles . . . ... ... .. ... ... ... 84
Série 2 — Changement de variable. . . . . . .. 87
Série 3 — Systemes et équations a parameétre. . 90

e Equivalences et implications dans la résolution
d’une équation

* Equations et inéquations irrationnelles (racines
carrées)

e Changement de variable ; équations réciproques

* Systemes ; discussion suivant un parametre

m Equations et inéquations irrationnelles

Exercice n°® 179 Analyse d’'une erreur

Un professeur a proposé a ses éléves de résoudre dans R 1'équation x?> + x +1 = 0. Un éléve a
donné la solution suivante :

Solution de I'éleve : Comme x> +x+1 =0, alors —x> =x+1 (1) etx(x+1)+1=0 (2). En
remplacant x + 1 par sa valeur dans (2), on trouve x (—xz) +1 =0, c'est-a-dire x> = 1. Cette
équation admet donc une unique solutiondans R: x =1,d’ou S = {1}.

Un autre éléve a remarqué que 1 n’est pas solution de I'équation x* + x + 1 = 0. Quelle est l'erreur
commise par le premier éleve ?

Correction
Notons S = {x € R / x2 + x + 1 = 0}. Si, pour tout x, P(x) = Q(x), alors I'ensemble des x vérifiant P(x)

est inclus dans celui des x vérifiant Q(x). Ici :

xeS@(—x2:x+1 et x(x+1)+1:0):>x(—x2>+1:0:>x3:1@x:1.

Cela signifie seulement que S C {1} : I'éleve a raisonné par implications et a conclu comme s'il s’agissait
d’équivalences. Comme 1 ¢ S (1+1+1 # 0), on obtient S = @.

Remarque : Quand on résout une équation par implications successives, on doit vérifier que les valeurs
trouvées sont bien des solutions.
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Exercice n° 180

Résoudre dans R les inéquations :

(L): Vx—1>x—4 (L) : Vx2—5x+6<2x—3

Correction
(L) : vVx —1 > x — 4. L'inéquation est définie si, et seulement si, x > 1.

¢ Si1<x<4:x—-4<0<+x—1,donctout x de [1; 4] est solution : S = [1; 4].

® Six > 4: les deux membres sont positifs, donc (I;) < x —1 > (x — 4)2 Sx—1>x2—-8x+16 &
¥ —9x+17<0.

9++13 9—-+13
A=81-68=13,x; = %, Xp = — ; le trindme est négatif entre les racines, et xp < 4 < x7.
9++v13
Donc S, = |4; % .
9++13
S=5,US, = 1;+T .

(Ip) : Vx2 — 5x + 6 < 2x — 3. Elle est définie si x> — 5x + 6 > 0, c’est-a-dire x € |—c0; 2] U [3; +oo].
® Si2x —3 < 0: (I;) n"a pas de solution.

e Six>3: (L) &2 —5x+6<(2x— 3)2 & x? —5x+6 <4x? —12x +9 ¢ 3x2 —7x +3 > 0.

. 7—v13 3 7413 7+ 13
A =49 —36 = 13 ; racines ———— < = < ————. Dong, pour x > % x> —
6 2 6 6
. 74+ 13
En tenant compte de I'ensemble de définition: S = 6 1 [3; +ool.
Note : le corrigé du document source comporte une erreur de signe pour (1) (il obtient 4 ; oo ‘ ) et oublie 'ensemble de définition pour

(Iy) ; la résolution ci-dessus suit la méme méthode, corrigée.

Exercice n° 181

Correction
1 méthode. Si x est solutlon, en élevant au carré : (x +4)?> = x> +3x+2,dou5x = —1detx = f%.
Réciproquement, pour x = x+4=2 8 et 4/ % — Q +2= 1/ 5 = 5 Donc — % 4 est la seule solution.
2¢ méthode. x> +3x+2=0a pour racines —let —2; l’ensemble de définition est | —oo; —2] U [—1; 400, et
4)2 =x? +3x+2 =-k
sur cet ensemble : (E) < (¥ +4)% =27+ 3x+ ST .DoncS:{—%}.
x> —4 x> —4

Exercice n°® 182

Correction
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17¢ méthode. Si x est solution, en élevant au carré : x2 —x —6 = 0, donc x = 3oux = —2. Pour x = 3:

3 = /9, donc 3 est solution. Pour x = —2: —2 = /4 = 2, absurde. Donc S = {3}.
2
—x—6=0 =3 =-2
2¢ méthode. Sur [—6; +oo[: (E) & oA =7 on & x=3.
x>0 x>0

Exercice n°® 183

Résoudre dans R l'inéquation (I) : 2x +1 < vx2 4 3.

Correction
L’ensemble de définition de (I) est R. L'intervalle ] —00; — %} ,ou2x +1 <0, estinclus dans 1’ensemble
des solutions.
Sur}—%; +oo{: (1) 2x+1)2<x?>+3e3x2+4x—-2< 0 x € [772*3‘/E; ;ZEM]
—2++/10 }
3 .

Comme — % appartient a cet intervalle, on obtient dans | —1; 40| :x € |—1;
7 app 2 2

. —2+/10

Conclusion : S = ] —00; 3

Exercice n° 184

Résoudre dans R l'inéquation (I) : x +3 > vx2 4+ 3x + 2.

Correction
x? 4+ 3x +2 = 0 a pour racines —1 et —2 ; I'ensemble de définition de (I) est |—co; —2] U [~1; +oo[. Sur
cet ensemble :

7
S x> ——.

x246x+9>x24+3x42 x> —
(I) < &
x> — 3

x> -3

W wiINg

Conclusion: S = [—§; —2] U[-1; +oo].

Exercice n° 185

Résoudre dans R I'équation (E) : v/x —14++Vx—4=+/x+4.

Correction
L'équation est définie sur D = [4; +oo[. Pour x € D :

(E)ex—14+x—442Vx—1vVx—4=x+42Vx—1Vx—4=9—x

4(x —1)(x —4) = (9 —x)? - 3x2 —2x —65=0 - x=5o0ux=-1
4<x<9 4<x<9 4<x<9

& x =5,

Donc S = {5}.
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Exercice n° 186

Résoudre dans R I'inéquation (I) : v/5—x+3x—2 > 0.

Correction
L'inéquation est définie sur D = |—c0; 5] et s’écrit /5 — x > 2 — 3x.

e Si2 —3x < 0, c'est-a-dire x > % : elle est vérifiée, d’ot1 S = | % ;5]

eSix<ii()e5-x>(2-32 e llx-1<0s xc | Uyl LyIT] don s, =
} 11-+/157 . g]
18 73|

s=sius - |17

W Changement de variable

Exercice n° 187

On considere dans R 1’équation (E) : x(x 4+ 1)(x +2)(x + 3) = 24, et on note S 1’ensemble de
ses solutions.

1) Résoudre dans R I'équation t? + 2t — 24 = 0.
2) On pose t = x? + 3x.
a) Montrer que x € Sg < 2 +2t — 24 = 0.
b) En déduire I’ensemble Sk.

Correction
1) 2+2t-24=0& (t+1)2-25=0& (t+6)(t—4)=0t=—6 ou t =4:S = {—6; 4}.
2) a) x(x+1)(x+2)(x+3) =24 (2 4+3x+2) (x> +3x) =24 S t(t+2) =24 < 2+ 2t —24 = 0.

b) xcSpeot=—6out=4<x24+3x+6=0 ou x2+3x—4=0. La premiéere équation n’a pas
de solution réelle (discriminant négatif), la seconde a pour solutions 1 et —4. Donc Sg = {—4; 1}.

Prof. ABDELLAOUI Said 87 Année scolaire 2026 — 2027



ABDELLAOUI ACADEMY | Chapitre 6 - Applications : équations, inéquations et systémes 1® Bac — Sciences Expérimentales

Exercice n° 188

On considere dans R I'équation (F) : (1+ xz)2 = 4x (1—x2).
1) Montrer que (Vx € R) (1+ xz)2 =(1- xz)2 + 4x2.
2) Soit Sr 1’ensemble des solutions de 'équation (F).

a) Montrer que x € Sp < x2+2x —1=0.

b) En déduire 'ensemble Sg.

Correction
1) (1-x2)2 442 =1-22+x*+4x2 =1+ 2% +x* = (1+x2)2.
2) a)x € S & (1—x2)2+4x2 = 4x(1-x?) & (1—962)2—2(1—3c2)(2x)+(2x)2 =0 &
(1—x2—2x)2:O
&x242x—1=0.
b) ¥ +2x -1 =0 (x+1)2 =2 x = -1-+v2 ou x = —1++2. Donc Sg =

{—1 —V2; —1+\/§}.

Note : le corrigé du document source aboutita x> —2x —1=0eta Sy = {1 — v 2;1+ \V/2} (erreur de signe) ; la résolution ci-dessus est

conforme a I'énoncé.

Exercice n° 189

Correction

Onposex—t—l (x+2) = (t+ 1) +(t-1) =R tt+62+1 =41t +612-40=0
& (2+410) (P -4)=0& (t—2)(t+2) =0(car?+10#0) < t=2ou t=-2<x=1 ou x = -3.

Donc Sy = {-3; 1}.

Exercice n° 190

Résoudre dans R 1’équation

(G)' 2x n 13x -
" 2x2—5x+3  2x24+x+3

(On pourra poser t = 2x + %.)

Correction
0 n’est pas solution de (G). Pour x # 0, en divisant numérateurs et dénominateurs par x, et avec t = 2x + %

2 13
—t — = 2(t+1)+13(t=5) =6(t—=5)(t+1
xesc@t—5+t+1 6<2(t+1)+13(t—5) =6(t—5)(t+1)
< 617 — 39t+33—0<:>t—10ut—12—1
o 2x+%:1<:>2x2—x+3:O'discriminantl—24<0, pas de solution.
02x—|—%: S4x> - 1lx+6=0&x=2 ou x = i

Donc S = {1 ; 2} (on vérifie que les dénominateurs ne s’annulent pas).
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Note : le corrigé du document source ajoute a tort les valeurs —1 et — 5 ('équation 2x*> — x 4+ 3 = 0 n'a pas de solution réelle).

Exercice n° 191

2 2
Calculer ; sachant que 2 <;2 + y) -3 (x + y) —-1=0.

Correction

On pose X = %ett:X—i—%;alorsXZ—i-% = t> — 2 et 'équation devient 2 (1> —2) =3t —1 = 0 &
202 -3t—5=0st=—-1 ou t= 3.

+ :—1<:)X2+X+1:0:pasdesolutionréelle;X—i—%:%(:)ZXZ—SX—FZ:O(:}X:Z ou

X
X

Nl | =

DoncE:ZouE 1
y y 2

Exercice n°® 192

Résoudre dans R 1’équation

x2 18 13 /x 3
(E).z—i-xZ—S(—i-).

3
(On pourra poser X = g + ;.)

Correction ) R
On pose X = §+%;alorsX2 = %+3+%,done%+}7§ :2(X273) et

13 5 6
x€S<:)2(X2—3> = X 10X -13X-30=0c X =2 ou X = ——.
5 2 5
e I4+3=3ox2-5x+6=0&x=2o0u x=3.
e I43= —g & 5x% +12x 4 30 = 0 : discriminant négatif, pas de solution.

Donc S = {2; 3}.
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Exercice n° 193

On consideére dans R ’équation (E) : 2x* — 7x3 4+ 9x% — 7x + 2 = 0 et on note S 'ensemble de ses
solutions.

1) Montrer que 0 n’est pas solution de "équation (E).
1
2) Onpose X = x + <

a) Montrer que x € S < 2X2 —7X +5 = 0.
b) En déduire I’ensemble S.

Correction
1) 2x0*—7x024+9x0>-7x0+2=2%#0,donc0¢S.
2) a) Pourx;éO,onposeX:x—i—%,d’oleZ:x2+%+2:x6S@%(2x4—7x3+9x2—7x+2):
0=2(2+%) -7 (x+1)+9=0
&2(X?-2)-7X+9=0&2X>-7X+5=0.
b) 2X?-7X+5=0< X =1 ou X = % x—l—% =1 x>—x+1 = 0: pas de solution ;
x+%=%©2x2—5x+220©x:2 ou x:%.DoncS:{%;Z}.

Exercice n° 194

Résoudre dans R 'équation (E) : x* +2x3 +2x2 +10x +25 = 0.

Correction

xt 203 4+ 262 +10x + 25 = (x* 420 + x?) 4 (%2 +10x +25) = x?(x +1)? + (x +5)2.

Cette somme de carrés ne peut étre nulle que si x(x +1) = 0 et x +5 = 0 simultanément, ce qui est
impossible. Donc § = @.

W Systemes et équations a parametre

Exercice n° 195

Résoudre dans IR? les systemes :

 Jxy=0 =2y +3) =
(51): {2x—5y+10=0 (52): {

Correction

($1):(51) e xy=0et 2x—5y+10=0< (x=0 ou y=0) et 2x —5y+10=10

< (x=0et -5y+10=0) ou (y=0et 2x+10=0)= (x=0et y=2) ou (y=0 et x = -5).
Donc S = {(0;2); (=5, 0)}.

($2): (S2) & (x—2=0o0uy+3=0) et 2x—y=0 ou 3x+y=0)

S (x=2et2x=y)ou (x=2et3x=-y) ou (y=-3et2x=y) ou (y=-3 et 3x = —y)
& (x=2ety=4) ou (x=2ety=-6) ou (x=—3 et y=-3) ou (x=1et y=-3).
Donc S = {(2;4); (2; —6); (—3; —3) ; (1; =3)}.
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Exercice n° 196

Résoudre dans IR? les systémes :

At —y* =0 ) l2x—y+3]=6
S {(x—Z)(y—6):0 (52): {|x!—|—y—1:2

Note : pour (S1), I'énoncé source imprime « 2x — (x —2)(y — 6) = 0 » ; la correction du document source traite (x —2)(y — 6) = 0, retenu ici.

Correction

($1):(S1) e (2x=y ou2x=—y) et (x=2 ou y=2=6)

S 2x=yetx=2)ou 2x=yety=6) ou 2x=—-y et x=2) ou 2x=—y et y=6)

S (x=2ety=4) ou (x=3ety=6)ou (x=2ety=—-4) ou (x=-3 et y=56).

DouS=1{(2;4);(3;6); (2; —4); (-3, 6)}.

(Sz):(Sz)@{zx y+3=6  [2-y+3=-6
x| +y—1=2 x| +y—1=2

Systeéme S} : en ajoutant (1) et (2) : 2x + |x| + 2 = 8, soit 2x + |x| = 6.

(S} et SY).

® six >0:3x =6,donc x =2, puis (1) donne4 —y+3 =6,s0ity =1;
e six <0:2x —x =6,doncx =6 > 0: impossible.

Donc S = {(2; 1)}.

Systeme S : de méme, 2x + |x| 4+ 2 = —4, soit 2x + |x| = —6.

® six >0:3x = —6,doncx = —2 < 0: impossible ;

® six <0:x = —6,puis (1) donne —12 —y 43 = —6, soity = —3.

Donc S§ = {(—6; —3)}.
Conclusion: S = {(2;1); (—6; —=3)}.

Exercice n° 197

Résoudre dans R I'équation (E) : x* —2(1+ m)x +4 = 0, olt m est un parametre réel.

Correction
A=4(1+m)>—16 = 4(m —1)(m +3).

e Sime]-3;1[:A<0,S=0.

e Sim=1oum = —3:A =0, 'équation a une solution unique x =1+m: S = {1+ m}.

. Sime]—oo;—3[U]1;—|—oo[:A>O,S={m—i—l— (m—l)(m+3);m—l—l—i—\/(m—l)(m—i—?))}.
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Exercice n°® 198

Discuter, suivant les valeurs du parametre réel m, les solutions du systeme
mx + 3y = m?
(S): {

Correction

Le déterminant du systéme est A = ’ m‘ =m?—9=(m+3)(m-3).

3

2
* Sim # 3etm # —3: (S) admet une solution unique. Ay = ‘n; 31’ =m3—27 = (m—3) (m>+3m+9)

m2+3m+9_—3m
m+3 m+3)[

mm2

3 9

etAy:’

= —3m(m—3),d’ou S = { (

e Sim=-3:(5) & {x—y =3 : impossible, S = @.

x—y=3
e Sim=3:(S)=3x+3y=9<y=3—x:S={(x;3—x) / xR}

Exercice n° 199

Résoudre dans R I'équation (E) : a — x = 1 — a®x, ol1 a est un parametre réel.

Correction
(E) & (a>—1)x=1-a.

. 1—a 1 1
o Sla#leta#_l:x:az—l:_a+1’5:{_g+1}'

e Sia=-1:(E)&0x=2:5=0.
©Sia=1:(E) & 0x=0:5=R.

Note : le corrigé du document source intervertit les cas a 1 eta = —1 ;ils ont été rectifiés.
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CHAPITRE
Raisonnement par récurrence
Notions travaillées Dans ce chapitre
e Principe de récurrence : initialisation et hérédité Série 1 —Sommes et produits . . . ....... 93
. | Série 2 — Inégalités démontrées par récur-
© SIS S PO jieloelen ), 6 it TENCE .« o v v o e 105
* Inégalités démontrées par récurrence (inégalité Série 3 - Divisibilité . . . .. ... ... ... .. 113
de Bernoulli) Série 4 — Fonctions et suites définies par
* Divisibilité ; fonctions et suites définies par une TECUTTENCE. . . . . o v v v v e e e e 117
relation de récurrence
m Sommes et produits
Exercice n° 200
Montrer par récurrence que :
n(n+1
1) (Vn € IN¥) 1+2+3+---+n:(2);
1 1 1 n
2) (VnelN*) —+-—5+--- = ;
) ) 1x2 2x3 " +n(n—|—l) n+1
nn+1)2n+1
3) (Vn € N*) 12422432+ ... +n?= ( )6( >.
Note : question 3 : coquille de I'énoncé source («n(x + 1)(2x + 1) ») corrigée.
Correction
I 1x2
1) Initialisation : pourn = 1,1 = >
e nn+1) .
Hérédité : supposons 1 +24---+n = — pour uncertainn > 1. Alors14+2+---+n+ (n+1) =
n(n+1) - n _ (n+1)(n+2)
?—i-(n—i—l)—(n—i—l)(i—i-l)—f. 1
D’apres le principe de récurrence: (Vn € N*),1+2+---+n = @
2) On oseS—i Pourn—l'S—l—L
POseon = L kk+ 1) R A
n n 1 nn+2)+1 (n+1)?
= — Al = = = =
Supposons Sp = S =g Alors Sunt = Lo T Go G ) T i) mt2) . (it D(n+2)
n+1
n+2 ,
D’apres le principe de récurrence : (Vn € N*), S, = .
& 1x2x3
3) Onpose S, = k;kz. Pourn=1:5=1= %
1)(2n+1 1)(2n+1
Supposons S, = nn+ )6( nt ) Alors S,41 = n(n + )6( ntl) + (n+1)? =
(n+1)[n@n+1)+6m+1)]  (n+1)(2n°+7n+6)  (n+1)(n+2)(2n+3)
6 N 6 N 6
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n € IN*.

car (n+2)(2n +3) = 2n? + 7n + 6. D’apres le principe de récurrence, la formule est vraie pour tout

Exercice n° 201

Montrer par récurrence que :

1 (Vn € N¥) Zn:k(k+1) - ”(”“;("H) ;

k=1

o [”(”+1)]2

=1 2
Correction
n
1) Pourn=1:1x2=2= % Supposons Zk(k+1) = w;alors
k=1
n+1
Ek(k—i-l) = w+(n+l)<n+2) _ (”"’1)(";‘2)(”4‘3)‘

k=1

D’apres le principe de récurrence, la formule est vraie pour tout n € IN*.

1x27° " 1)]?
2) Pourn=1:13=1= {;} . Supposons ) K= {n(nz—}-)] ; alors
k=1

o n2(n+1)2 (412 (2 +4n+4)  [(n+1)(n+2)]?
k;k‘o’—f—i-(n—i—lf_ 1 _{ 5 ] )

D’apres le principe de récurrence, la formule est vraie pour tout n € IN*.
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Exercice n° 202
Montrer que :
1
1) (Vn €N) ):k_L)
nn+1)2n+1)
2) (VneN K = ;
R
3) (VneN K=
) (meN) ) ;
Note : question 1 : I'énoncé source imprime le dénominateur 4 ; la correction du document source établit “ ”2 b
Correction
On utilise le raisonnement par récurrence ; dans chaque cas 1'égalité est vraie pour n = 0.
ntl n+1) (n+1)(n+2)
1) Sle— alorszk (n—i—l)—f.
n+1
2) Si Zkz _n(n+1)@2n —|—1 alors Z 2 (n+1)[n2n+1)+6(m+1)] (n+1)(n+2)(2n +3)'
k=0 6 6 6
n 2 2 n+1 2 2 12 (12 44 4
3) Si Zk3 = BT/ (n+1) , alors Zk3 = LTy (n+1) +(n+1)P° = (n+1)% (" + 4n + 4) =
k=0 4 k=0 4 4
(n+1)%(n+2)>2
—
Exercice n° 203
Montrer que :
n —1)"2n+1) -1
1 * _ 1Y — ( .
) (Vn € N*) k;( 1)% 1 ;
n
2) (VneN*) Y k(k+1)=-n(1+n)(n+2).
k=1
Correction
1 1 _
1) Pourn=1:) (- 1)fk = —Tet % = —1. Supposons 1’égalité vraie au rang n ; alors
k=1
n+1l _1\n —
Z(fl)kkz ( 1) (2n+1) 1 +(71)n+1(n+1)
k=1 4
(=DM —2n+ ) +4n+ 1)) -1 ()" 2m+1)+1) -1
N 4 B 4 )
2) Pourn=1:1x2=2= % x 1 x 2 x 3. Supposons 1'égalité vraie au rang # ; alors
n+1 1 1
Y k(k+1) = §n(l +n)(n+2)+n+1)(n+2) = g(n +1)(n+2)(n+3).
k=1
D’apres le principe de récurrence, les deux égalités sont vraies pour tout n € IN*.
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Exercice n° 204

Montrer par récurrence que :

1) Vn € IN* . v k=1 _ n
_n(n+1) 6) Vn € N kzlkz —(1’1—1)'2 +1

14243+ 4n=—""1— =

2) Vn € N* = (1 k_ "
) NV¥neN ) (5) =2|1-(3
13+23+33+---+n3:[”(”+1)] k=0

2 8 VneN 2">n+1
3’1’”26“\1*2 N ) 9 VneN 3">1+2n
i :1)(1'1 +J£) At D)= 6 Y e N 56% 4 nest divisible par 6
3 11) Vn € N 32" — 2" est divisible par 7
4 VnecNN 12) Yn € N 9" — 1 est divisible par 8

14+3+5+---+02n+1)=(n+1)>
5) Vn € N

13) Vn € N* 3" +4" — 1 est divisible par 6

5n+1 -1
14+5+5°+---+5" = —
Note : question 10 : I'énoncé source imprime « 53" + n » (faux pour n = 0) ; la correction du document source traite 51> + n, retenu ici.
Correction
On raisonne par récurrence (initialisation puis hérédité) dans chaque question.
1) Vraiepourn =1;sil+-- +n= M, alors14---+n+m+1) = n(n+1);2(n+1) — (n+1)2(n+2).
. . 2 2 2
2) Vraiepourn=1;si k% = {@} ,alors Y k3 = (n+1)? {% +n+ 1} = [W} .

3) Vraie pour n = 1 (2 = 123); si la formule est vraie au rang n : w +(n+1)(n+2) =
(n+1)(n+2) [2+1] = Llf2043)

4) Vraiepourn =0; (n+1)2+(2n+3) =n’ +4n+4 = (n+2)%

1y gntl - 5x5MH-1 52
1 =4 =~ 1

5) Vraie pourn =0;
6) Vraiepourn=1;(n—1)2"+1+ (n+1)2" =2n-2"+1=n2"1 4 1.

+1 +1 +1 +2
7) VraiepournzO;Z[l(;)n ]Jr(%)n :2{1(%)71 (1%)} :2[1(;)11 ]
8) Vraiepourn =0;2""! >2(n+1)et2(n+1)— (n+2) =n>0,dou2"*! >n+2.

9) Vraie pourn = 0;3""1 >3+ 6net(3+6n)— (2n+3) =4n >0,dou 3" >14+2(n+1).

10) Vraie pourn = 0;si5n% +n = 6k, alors5(n+1)>+ (n+1) =51 + n+15n(n+1) +6 = 6k +30p +6 =
6(k+5p+1),car n(n+1) = 2p est pair.

11) Vraie pour n = 0; si 3%" — 2" = 7k, alors 32"72 — 271 = 9 x 32" — 2 x 2" =7 x 3" +2 (3% —2") =
7 (3% + 2k).

12) Vraie pourn = 0;si9" — 1 = 8k, alors 9"*! —1 =8 x 9" + (9" — 1) = 8 (9" +k).

13) Vraiepourn =1(3+4—1=6);si3" +4" —1 = 6k, alors 3"+ + 4"+ — 1 =4 (3" +4" - 1) -3"+3 =
24k —3 (3"! — 1) ; comme 3" ! est impair, 3”1 — 1 est pair et 3 (3" — 1) est multiple de 6.

Note : question 13 : rédaction simplifiée par rapport au corrigé source, avec le méme argument.
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Exercice n° 205

1) a) Calculer la différence (k + 1)% — k2.
b) En déduire la somme ni:l k.
2) a) Calculer la différence I((k0+ 1) — k.
b) En déduire la somme "i:l k2.
3) a) Calculer la différence I((ko—k 1)* — k.
b) En déduire la somme % K.
k=0

Correction
1 a) (Vke ]N) (k+1)2—k? =2k +1.

n
b) Donc E ( (k+1)2 k2> = ) (2k+1) ; apres simplification : (n+1)? =2 2 k+(n+1),do

k=0 k=0
Zk— n+1)
2) a) (Vke]N) (k+1) — Kk =3k? + 3k + 1.
+1)
b) Donc (n+1°=3Y K +3Y k+(n+1),dou ) k* = <n+1 371(71—714—1):
1 ( E E Z P -3t~ (1)
8n(n+1)(2n+1).
3) a) (VkeIN) (k+1)* —k* = 4k> + 6k2 + 4k + 1.
n n n n
b) Donc (n + 1)* = 4Y K +6Y K +4Y k+ (n+1), dou YK =
k=0 k=0 k:o2 5 k=0
1 1
Z((n+1)4—n(n+l)(2n+l)—2n(n+l)—(n+1)):%.

En remplacant n par n 4 1, on obtient les sommes jusqu’a n + 1 demandées.

Remarque : On peut ainsi calculer de proche en proche les sommes Y_I'_, k' pour tout i € IN*.
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Exercice n° 206

Montrer par récurrence que, pour toutn € IN* :

L + L +---F L =S avec Sn = n(n +3)
1x2x3 2x3x4 nn+1)(n+2) 7" " An+1)(n+2)
Correction
1 1 1x4 1
s Pourn =l s T 6 T x2x3 6
. B n(n+3) ~ (n+1)(n+4)
Supposons S, = it )(n+2) et montrons que S, 1 = a1 2)nt3)
S —S 4 1 B n(n+3)2 +4 P4 en?4+9n+4
T i ) (n+2)(n+3) 4+ 1)(n+2)(n+3) 4n+1)(n+2)(n+3)
n+1)(n+4
OI‘ n3+6n2+9n+4 - (Tl+1)2(71+4), dOnC Sn+l - 4((114_2))((1,1_’_3))

D’apres le principe de récurrence, la formule est vraie pour tout n € IN*.

Exercice n° 207

1) Montrer que (Vn € N) n’+6n*>+9n+4= (n+1) (n*+5n+4).
1 ~ n(n+3)

k;k(k+1)(k+2) dn+r1)(n+2)

3) a) Montrer qu’il existe trois réels a, b et c tels que :

2) Montrer par récurrence que (Vn € IN*)

1 a b c
(W eRV0; -1 -2} o g2 ~x Txgil T xg2

b) Retrouver le résultat de la question 2 sans raisonner par récurrence.

Correction
1) (n+1) (n®+5n+4) =n’+5n° +4n+n>+5n+4 =n’ +6n> +9n + 4.

2) L'égalité est vraie pourn =1 (% = ﬁ). Si elle est vraie au rang 7, alors

ntl 1 n(n+3)2+4 (n+1) (M2 +5n+4)  (n+1)(n+4)

k;k(k+1)(k+2) 4n+1)(n+2)(n+3) 4n+1)(n+2)(n+3) 4n+2)(n+3)’

d’apres 1). Par récurrence, 'égalité est vraie pour tout n € IN*.

3) a) Supposons l'égalité (E) vraie. En multipliant (E) par x puis en substituant 0 a x, on trouve a = 1. De

meéme, en multipliant par x + 1 et en substituant —1: b = —1; de maniere analogue, c = % 11 suffit
1 1 1 1
1 érifi R =1, 2 — = — — .
alors de vérifier que, pour tout x € R\ {0; ; =2} GG TD) 2 xtd + 21 2)
1 1/1 1 1 1 1
D’apre == |>—7—— | —z | ——= — ——= |. Par tél :
b) Dapres a) k(k+1)(k+2) 2 (k k+1> 2 <k+1 +2> ar telescopage

" 1 1 1 1/1 1\ n(n+3)
];k(k+1)(k+2)_2<1n+1>2(2n+2)_4(n+1)(n+2)'
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Exercice n° 208

Exercice d’application

Correction

En utilisant la méme méthode que dans l'exercice précédent, déterminer les réels ag, a4, ..., a19
tels que :
1 ag 1 a2 a1o
A R\ [[0; 10 = — . .
(Vx € R [0;10]) G-1) (=100 x x=1 x-2 T

(Correction non fournie par le document source ; rédigée selon la méthode de I’exercice précédent.)
Pour k € [[0; 10], on multiplie 1’égalité par x — k, puis on substitue k & x :

10 1 1 (_1)1071(
a = - = = )
k ].:HOk—] k(k—1)---1x (=1)(=2)--- (k—10) k' (10— k)!
j#k
. e — 11
ar exemple ap = ﬁ' a = —a, ajp = W
Exercice n° 209
Montrer par récurrence que :
12 22 n? n(n+1)
Vn € N* — _
(meN) S 5t Tmoneen  2@i 1)
Correction )
Initialisation : pour n =1, 1173 = % et % = %
o . L k> n(n+1)
Hérédité : soitn € IN*; supposorlsk:Z1 Q-1+ 1)~ 202n11) Alors

_ n(n+1) (n+1)>2 C(n+1)[n@2n+3)+2(n+1)]  (n+1) (2n® +5n+2)
2(2n+1)  (2n+1)(2n+3) 2(2n+1)(2n +3) 2(2n+1)(2n +3)
1 2
Or2n2+5n+2=(2n+1)(n+2),doa T = (n;EZn)(:—l;;) : la propriété est vraie au rang n + 1.
Conclusion : I'égalité est vraie pour tout n € IN™.
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Exercice n°210

n
Soit # un entier naturel non nul. On pose S, = ) (n — k)2 x (—=1)k.
k=0

1) Calculer S3 et Sy4.

2) Montrer par récurrence que (Vn € N*) S, =

Correction
1) S53=3-224+12-02=6et S, =4%—32+22 - 124 0% = 10.

2) Pourn=1:$=12-0*=1= %.Supposonssn: %.Oma

n+1 n+1 5
Swi= Y (n+1-kP(-1F = (n+ 12+ Y (n— (k- 1)) (~1)F
k=0 k=1
n .
= (12— Y= (1) = (412 =S,
i=0
(enposanti =k —1). D'ouS,41 = (n+ 1)2 — ”("ZH) = (”H)Z(”H). Par récurrence, la formule est vraie

pour tout n € IN*.

Exercice n° 211

n 1 2
Soit n un entier naturel. On pose u, = | | (1 + = ) .
0 2i+1

1) Calculer u.

1 2
2) Montrer que U, 11 = U, <1 + T 3> .

3) Montrer par récurrence que (Vn € N) u, > 2n+3.

Correction

1) u0:<1+2><(1)7+1)2:4.

n+1 1 2 n 1 2 1 2 1 2

)t 1;[0( +2z'+1) Q( +21’+1> X( +2(n+1)+1) u"< +2”+3>
2n+4\?  (2n+4)?
2n—|—3> T 243

Or (2n+4)? = 4n? +16n+16 > (2n+3)(2n +5) = 4n®> +16n + 15, donc u,, 1 > 2n + 5. Par récurrence
:(VneN)u, >2n+3.

3) Pourn =0: 1y =4 > 3. Supposons u, > 2n + 3. D'apres 2) : u, 1 > (2n+3) (

Note : le corrigé du document source écrit ug = 1 (coquille) ; on a bien uy = 4.
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Exercice n° 212 Autour du symbole }_

n
On note Z”i la somme a; +ay + a3+ - - - +a,, 0t 4; € R pour toutide {1; 2; ... ; n}. L'écriture
i=1

n n n
Z a; s’écrit aussi Z a; ou Z aj. ..
i=1 k=1 j=1

n n n n
Propriétés du symbole Y : (1) Z)\ai = )\Zai (2) Z(ai + b)) = Zai +
i—1 i—1 i—1 i—1
n n n—1 l n l l l
Ybio (B)Ya=) a4 (4 )a=na

n
1) On pose 51 = Z k.

n

a) Vérifier que Sy = ) _(n+1—k).

k=1
b) En déduire que 51 = n(nz—l—l)
n
o Calculer Ty = ) _(2k+1)etT, = Z 2k.

k=0
d) Calculer s, =14+2+3+4-- +(n—1)—|—n—|—(n—1)—|—-'-+2+1

nn+1)2n+1)
Zkz 6

2) En utilisant I'égalité (k + 1) = k> + 3k? + 3k + 1, montrer que Sy =

pour tout n de IN*.

3) Montrer que S3 = Z K= <n—|—1)> pour tout n de IN*.

n—1
4) a) Vérifier que Z(”kH —ag) = a, — ap.
k=0
b) Vérifier ;—E—L r tout k de IN*
é equek(k+1)—k x 1 pour toutk de N,
1 1

¢) En déduire que 2 Kk 1) =1- o

n
5) Soient g € R* — {1} etn € N*. On pose S = Z q". Calculer S — ¢S, puis en déduire que

_ an+1
i

g . Calculer la somme S’ = g™ +¢"*1 + ... +¢", oum € Netn > m.

Note : dans le document source, les questions sont numérotées 1, 2, 4, 5, 6 (pas de question 3).

[A VERIFIER DANS LE PDF SOURCE] | Question 5 : la borne inférieure de la somme S est peu lisible dans I'’énoncé ; la

correction du document source utilise k = 0.

Correction

n
D a ) n+tl-k)=n+m—1)+--+2+1=1+42+---+n=_5;.
k=1
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n(n+1)

n n n
b) 251 =Y k+Y (n+1-k)=Y (n+1)=n(n+1),doncS; = 5
=1 k=1 k=1

n n n
O =2Y k+Y 1=25+(n+1)=m+1)2; T,=2) k=25 =n(n+1).

k=0 k=0 k=1
n n—1
d =) k+ )Y k=25 —n=n(n+1)—n=n%
k=1 k=1

2) Ensommant (k+1)% = k> +3k* +3k+ 1 pourkdelan: 2 (k+1)3 2k3+352+351 +n. Or
k=1 k=1

(k+1) Zk3 (n+172 —1,dot (n+1)3 =1 =35, + 20 | pet35, = (n+1)3 — (n+1) —

M:

k=1
3n(n+1) _ (n+1) 2(n+1)2-2-3n] (n+1) (2n®+n) n(n+1)(2n+1)
= , so0it Sp = .
2 2 2 6
2
3) Par récurrence : pour n = 1, 13 = 1 = (Tz> Si S3 = ”2("47“)2, alors Sz + (n +1)3 =
2 (2 _(”+1)2(”+2)2_ (n+1)(n+2)\?
(n+1)2 ( +n+1) = . — ;
n—1
4 a) Y (1 —a) =(ar+ay+--+an) — (ag+ar+ - +a,_1) = a, — ap.
k=0
gl 1 _ktl-k_ 1
k k+1 k(k+1) *k(k+1)'
¢) D’aprésa)etb): Z ni:l S S .
P kk+1) E\k k+1) W
5 S=1+4+qg+---+4q" eth:q—i—q +--+¢", donc S —gS = 1—¢"*, s0it S(1 —q) =1 —g"*1;
1_qn+1
comme 1:5=—"—
q7 -4
1_qn7m+1
S=g"(1+q+ - +g" ™) = qmﬁ (n — m + 1 est le nombre de termes de S’).
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Exercice n° 213 Autour du symbole [T

n
On note Hﬂi le produit a; x a; X azg X - -- x a,. Le nombre Hal s’écrit aussi H a, ou Ha]
i=1 i=1 k=1 j=1

n n n n n

Propriétés : (1) Haibi = H&li Hbl (2) H/\ai = A”Hai (3) H&l =
: nijl i=1 i=1 i=1 i=1 i

a’ (4) Hai = Han—i
i=1 i=0

a a ,
1) a) Vérifier que H :rl = a—”,oﬁ a; € R* pourtoutide {0;1;2;...;n—1}.
i=0 ‘i 0

n—1
b) En déduire que H <1 + Ilc> =

sin 2w«

2) Onpose P, = cos ( ) En utilisant la relation cosa = ———, montrer que
) p H 2k+1 2sina 91
sin x
P, = . ¥
2n+lgin <2n+1)

n
3) Vérifier que [ [ a* = Van(n+1).
k=0

Rappel : Vb = b2 pour tout b de R, eta” x a™ = a" ™.

Correction
"Lai a an ay
) a) [[-=—x-"=xx = = apreés simplification.
im0 i ap mMm ap—-1 Ao
n-l 1\ "“Hk+1 2 3
n .
b) H 1+ ) = —— = - X = X+ X —— =n(c’esta) avec a = k, a partir de k = 1).
- - k -+ k 1 2 n—1
k=1 k=1
N . X 1 Sin zx A
2) Avec a = 57 (en supposant les sinus non nuls) : cos 1 =5 X W Le produit compte n + 1
L sm 1 sin x
facteurs ; d’apres l.a) : P, = T H T X
2”+ sin zk =l ~ 2 7 in ST
Note : la correction du document source écrit j - ; le produit de k = 0 &n comporte n + 1 facteurs % d'ou2"*Y, conformément

a l'énoncé.

n n(n+1)
3) [Tdh=a"xa' x - xa" =22 =72 = a"("+)) (pour a > 0).
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Exercice n° 214 Le symbole n!

On définit le nombre n!, oun € N, par:

ol=1'=1
{n!:1><2><3><---><n pour tout n de IN tel que n > 2

5! 6! 5!
TR TR TR
2) Vérifier que (n+1)! = (n+1)nl.
3) Soit n € IN. Montrer que :

1) Calculer 3!;4!;5!;6!;

u)fﬁ@k+1y:0ﬁijﬂ @) n=T[(n+1-k

k=0 k=1

4) Soitk € Ntelquel <k <n.

2
a) Montrer quen <k(n+1—k) < (n—2|—1> )

n
b) En déduire que vn" < n! < <n—2|—1> .

Correction
5! 5x4x3! 6! 5!
1) 3!:6;4!:24;5!:120;6!:720;§:TZZO;EZ6X5:30;I:5'
2) (n+1)!=mn+1)xnx(n—1)x---x2x1=(n+1)n!(etde méme n! = n(n—1)! pourn > 1).

n DR
(1) [[@k+1) = 1x3x5x--x @n+1) = 112X Xmx@ntl)
k=0

2X4X---X2n
(2n+1)! (2n+1)!

2x1)(2x2)---(2xn)  2"n!
Q[[n+1-k)=n(n—-1)(n-2)---2x1=n
k=1

4 an<k(n+l-k)o0<kn—-n+k—-k><0<nk-1)—k(k—1) <0< (k—1)(n—k), vrai car

1<k<n.
1-— 1
De plus, d’aprés g < maveck >0etn+1—k>0:/k(n+1—k) < k+n—£ k = n—zi_

Mn+1—k)§<n;1>%

b) On multiplie les inégalités de a) pour k = 1,...,n (nombres positifs) : n" <

n 2n as 2
(kI:Ilk> (ITiey(n+1-k)) < <n42rl) , soit n" < (n!)? < <(n;1) ) , d’apres 3.(2). Donc

n
vt <nl < (”;1> .

,d’ot1
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m Inégalités démontrées par récurrence

Exercice n° 215

Correction

Soit P(n) : « 2" > n ».

Initialisation : 2° = 1 > 0, donc P(0) est vraie.

Heérédité : soit n € N tel que 2" > n. Alors 2ntl —m 4 o1 or 2" > et 2" > 1, done 2 > n 4+ 1.
Conclusion : d’apres le principe de récurrence, (Vn € IN) 2" > n.

Exercice n° 216

Correction
Le résultat est vrai pour n = 3 (27 > 27). Soitn > 3 :si 3" > n3, alors 3"*t1 > 313 ; pour montrer que

31 > (n+1)3, il suffit donc d’avoir 313 > (n +1)3. Or
32> (n+1)°% e3> +32 +3n+1e n2(n—3)+ (n—1) (n2+n—2) —3>0,

ce qui est vrai car, pour n > 3, n*(n—3)>0et(n—1) (n2 +n— 2) > 2 %10 = 20.
Par récurrence : (Vn > 3), 3" > nS.

Exercice n° 217

Montrer par récurrence que (Vn € N) n >4 = 2" > n?

Correction

Soit P(1) : « 2" > n? », pour n > 4.

Initialisation : 2* = 16 = 4%, donc P(4) est vraie.
Heérédité : soit n > 4 tel que 2" > n?. Alors 2"+1
2n? > (n+1)?, cest-a-dire n?> — 2n > 1, soit n(n — 2)
Dou 2"t > (n+1)>2

Conclusion : (Vn € N) n > 4 = 2" > n?,

2 x 2" > 212 ; il suffit donc de montrer que
1.0rn>4etn—22>2,doncn(n—2)>8>1.

Vo
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Exercice n°218

Montrer par récurrence que :
1) (VneN) 3">2n+1;
2) (\neN), n>5, 3">2"4+5n%;

1 1 1 1
3) (neN*) Lttt -3<2-.

Correction

1) Pourn =0:3% =1 >2x0+ 1. Supposons 3" > 2n+1 ; alors 3"*! > 3(2n+1) = 61+ 3 (1). Or
(6n+3) — (2n+3) = 4n > 0,donc 6n + 3 > 2n + 3 (2). D'apres (1) et (2) : 3"+ > 2(n+1) + 1. Donc
(Vn € N),3" > 2n + 1.

2) Pourn =5:3> =243 et 2° 45 x 52 = 157, donc 3° > 2° + 5 x 5.

Supposons 3" > 2" + 512 pour un certain n > 5 ; alors 3" ! > 3 x 2" + 1512 (1). Or 3 x 2" + 15n% —
21 —5(n41)2 =2"4+10n? —10n —5=2"+5[(n?> —2) + (n — 1)?] > 0 carn > 5 (2). D’apres (1) et
(2): 3"+ > 27+l 4 5(51 4+ 1)2. Donc (Vn > 5), 3" > 2" + 5n2.

| 1
3) OnposeTn:];p.Pourn:LH:l:Z—T.
1 1 1
Supposons T, <2 — = ;alors T <2 — = + m (1). Or
1 1 1 —m+1)2+n+nn+1) -1
n (n+1)2] { n+1} n(n+1)2 n(n+1)2 2)
7 N 1 * 1
D’apres (1) et (2): Ty11 <2 — ST Donc (Vn € N*), T, <2 — -

Exercice n° 219

Correction n 1 1
On voit clairement que (Vn € N*) 2 — 1 < 2. Tl reste 8 montrer (Vn € N¥) Y 2 <2-— v par récurrence.
k=1

n+1 1 1
Pourn=1:1<1=2—1 Supposons le résultat vrai au rang # ; alors —<2——+—""——.0Or
e & = n ' (n+1)?

o 1l 1y 1 (11,
n+1 n (n+12) n+1l\n n+1 ’
n+1

1 1 .
d’ot 2 - < 2 — ——. Par récurrence, le résultat est vrai pour tout n > 1.
=k n+1
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Exercice n° 220

1) Montrer que, pour toutn € IN :

3n(2n+3)(n+1)2+ (2n+3)(2n+1) >3(2n +1)(n +1)°.

. . 1 1
2) Montrer par récurrence que (Vn € IN*) 1+§+§+'”+ﬁ > PR

Correction

1) Posons f(n) = 3n(2n+3)(n +1)>+ (2n +3)(2n +1) et g(n) = 3(2n+1)(n +1)3. On a g(n) =
(6n+3) (13 43n% +3n + 1) = 6n* +21n% +27n% + 15n + 3 et f(n) = (6n* +9n) (n* +2n +1) +4n +
8n +3 = 6n* + 2113 + 281 +17n + 3.
Comme f(n) — g(n) = n? +2n > 0, on obtient le résultat demandé.

13 N1 8 01,01,”“1> 3n 1
2) Pourn=1:1> 3. Supposonskzzlk—2 > m,onen é ul’ckzzlk—2 > 2n+1+(n+1)2' Pour
3n 1 >3(n+1)

2n+l+(n+1)2 -~ 2n+4+3°

Or

conclure, il suffit d’avoir

3n n 1 >3(n+1)
2n+1 (n+1)2 = 2n+3

S3n2n+3)(n+1)2+2n+1)2n+3) >3(n+1)32n +1),

ce qui est vrai d’apres la question 1). Par récurrence, l'inégalité est vraie pour tout n € IN*.

Exercice n° 221

Montrer par récurrence que :
1) (Vn>6) 2" > (n+2)?%;
2) (Vn>1) 4">3"+n3" 1,
3) (Vn>1) 5" <4"4n5"1L

Correction

1) L'inégalité est vraie pour n = 6 (64 > 64). Soitn > 6:s12" > (n + 2)2, alors 2"t > 2(n +2)? ; il suffit
donc d’avoir 2(n +2)2 > (n+3)%. Or2(n+2)2 > (n+3)2 & n?> +2n —1 > 0, ce qui est vrai pour
n>6 Dou2"™ > ((n+1)+2)>%

2) Le résultat est vrai pourn =1(4 > 34 1). Soitn > 1:si4" > 3" + 13" 1 alors 4"+l > 4.3" 4 4371,
il suffit de montrer 4 - 3" + 4n3"~1 > 37+l 4 (n+1)3", ce qui équivaut a 13" 1 >0 vrai.

3) Lerésultatest vraipourn =1(5 <44 1). Soitn > 1:si5" < 4" + n5"1 alors 5”11 < 5 x 4" + 5" ; il
suffit de montrer 5 x 4" + n5" < 4" 4+ (n 4 1)5", ce qui équivaut a 4" < 5" : vrai.

Conclusion : par récurrence, les trois inégalités sont démontrées.
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Exercice n° 222

Correction

1\° 64
Initialisation : = 1+5) == .
nitialisation : pour n 3,( + 3) o <3

. 1\" 1 1\"*!
Hérédité : supposons (1 + n) < n pour un certain n > 3. Comme 1+ - > 0: (1 + n) <
1
n (1+n> =n+1().

1 1 1 1 1 n+1 1 n+1
—>_— doncl4+—->1+—— t(14= 14— 2).
Orn>n+1' onc +n> +n+1>0e<+n) ><+n+1> )
n+1 1 n
Drapres (1) et (2) : (1 + n+1) < n+1. Donc (Vn > 3), (1 + n> <.

Exercice n° 223

1) Montrer que (Vn € N*) 4n? > (n+1)2
2) a) Montrer par récurrence que (Vn € IN*) 4" > n?.
b) En déduire que (Vn € N) 4" > n?.

Correction
1) Soitn € N*. 4n?> > n+1)? © 3n*>—2n > 1< n(Bn—2) > 1. Orn > 1,donc 3n —2 > 1et
n(3n —2) > 1: I'inégalité est vraie.
2) a) Initialisation : 4! =4 >1 =12
Heérédité : soit n € IN* tel que 4" > n2. Alors 4"l = 4 x 4" > 452 > (n+ 1)2 d’apres 1).
Conclusion : (Yn € IN*) 4" > n?.
b) Deplus40 =12>0=0?;donc (Vn € N) 4" > n2.

Exercice n° 224 Inégalité de Bernoulli

Montrer par récurrence sur n que :

(Va € R)(Vn € N) (1+a)" > 1+ na.

[A VERIFIER DANS LE PDF SOURCE] ‘Telle qu’elle est écrite, I'inégalité n’est pas vraie pour tout réel a ; la correction du

document source commence par « soit a un réel positif ».

Correction
Soit a un réel positif. L'inégalité (14 a)" > 1+ na est vraie pour n = 0. Supposons-la vraie au rang n.

Commel+a>0:
(14+a)"t' > 1 +a)1+na) =1+ n+1a+na®>1+ (n+1)a

Par récurrence : (Vi € N) (14 a)" > 1+ na.

Note : la démonstration utilise 1 + a > 0 ; elle reste valable pour tout réel a > —1 (inégalité de Bernoulli), mais pas pour tout réel a (par exemple
a=—4n=3:-27<—11).
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Exercice n° 225

Soit x un réel strictement positif.
1) Montrer par récurrence que, pour tout # de IN : (14 x)" > 1+ nx.
2) En déduire que :

a) (\nelN) 2">1+n;

b) (Yyn e N) 3">un;

o (VneN*) (1+4n)">2"

‘ [A VERIFIER DANS LE PDF SOURCE] ‘Question 2.c : la correction du document source aboutit a (n +1)" > 2n".

Correction
1) Pourn =0: (1+x)° =1 > 1. Supposons (1 +x)" > 1+ nx; comme1+x > 0: (1+x)"*! >
(1+x)1+nx) =1+ (n+1)x+nx> > 14 (n+1)x (car nx*> > 0).
2) a) Pourx=1:(Yne€N)2">1+n.
b) Pourx =2:3" >142n > n,donc (Vn € N) 3" > n.
) Pourx =} (n € N¥): (14‘%)” >1+4+nx1=2dou(n+1)" >2n". Comme n" > 2""! pour
n > 1, on obtient (14 n)" > 2 x on=1 — on

Exercice n° 226

1
1) Montrer que (Va € ]0; +oo[) ; a+ A > 2.
2) Soit x un réel positif tel que x # 1. Montrer que, pour tout entier naturel n :

1— 2n+1
1ix > (14 2n)x".

Note : la correction du document source prend x € ]0; +co|.

Correction

o a+t; [ 1 1

1) D'apresm > g: 5 L>/ax, :1,donca—|—a > 2.

2) Supposons x > 0 (pour x = 0 l'inégalité s’écrit 1 > (1 + 2n) x 0", évidente). D’apres la somme
1— x2n+1

des termes d’'une suite géométrique (exercice sur le symbole }) : q—x = 1+x+---+

K2 — yn [(% +xn) + (xnlil +x”_1) 4oy (%—Fx) _|_1} — XN (;:Zl (xk+x1k> +1>. D’apres 1),
2n+1

n 1 1—
xk+1k22,doncz<xk+ >+122n+1;commex”201x
X 1—x

il > (142n)x".
Py v > (1+2n)x
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Exercice n° 227

n 1 2
Montrer par récurrence que (Vn € IN*) ; <1 + ) >2n+3
iy 2i+1
Correction )
1 1
Posons uy, —il:g (1—1— 2i+1> .

2
Initialisation : u1 = (14 1)2 (1 + %) = & > 5 (car 64 > 45).

1 \? 2n+4\* _ (2n+4)?
Hérédité : supposons u, > 2n + 3. Alors u,1 = uy (1 + 2n—|—3> = Uy (Zn +3> > T3 Or

(2n +4)?

(2n +4)? = 4n? +16n + 16 > 4n® +16n + 15 = (2n + 5)(2n + 3), donc T3

2(n+1)+3.
Conclusion : (Yn € IN*) u, > 2n+ 3.

>2n+5etu, 1 >

Exercice n° 228

1) Montrer que 3?" — 1 est un multiple de 4 pour tout n € IN.
2) Montrer que (Vn € N) 3" > 2n.
3) Montrer que, pour tout n de N tel que n > 2:

n—1
Y k2t =(m—-1)2"—n2" 1+ 1.
k=1

4) Montrer que (Vn € N*) n! > 271
1x3x5x---x(2n—1)

5) On pose (Vn € N*) P, = 2x4x6x-x(2n)

1
V3n+1

Montrer que (Vn € N*) P, <

Correction
1) Posons a, = 32" — 1. ag = 0 est multiple de 4. Sia, = 4k, alors a,;1 = 9 x 3" —1 = 8 x 32" +
(3% — 1) = 4 (2 x 3%" + k). Par récurrence, 4 divise 32" — 1 pour tout n € IN.

2) 3 =1>0.Si3" > 2n,alors 3" = 3" 43" +3" > 2n+1+1 = 2(n+1) (car 3" > 1). D'ox
(Vn € N) 3" > 2n.

3) Pourn =2: Y1 k2K =1et(2-1)22 -2 x2+1 = 1. Si I'égalité est vraie au rang n > 2, alors
n
Y ok2M T = (n—1)2" —m2" 4 142" = (n-1)2" + 1, et n2" — (n+1)2"+1 = (2n—n —
k=1
1)2" +1 = (n—1)2" +1: I'égalité est vraie au rang n + 1.

H1'=1=2% Sin! >2"1, commen+1>2: (n+1)! = (n+1)n! > 2x2"1 = 2" Donc
(Vn € N*) n! > 2",

2n+1 2n+1
5 P =353=-21.5 P, < 2—. OnaP,q =P < ; il suffit
) P 5 ;- Supposons Py < —=. Ona Py "X2n—|—2 S irovand il suffi
2 1 1
donc de montrer "t < , C'est-a-dire (2n+1)v/3n+4 < (2n+2)v/3n+1. Or

(2n+2)V3n+1 "~ /3n+4
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(2n+1)V3r+4)° = 1203 + 2812 + 190 + 4 < 1203 +28n2 +20n + 4 = ((2n+2)v/3n +1)°, et les

deux nombres sont positifs. D’ott P, 11 < ﬁ, et le résultat par récurrence.
n

Exercice n° 229 Inégalité de Cauchy-Schwarz

1
1) Montrer que a + - > 2 pour tout a de l'intervalle |0; +oo].

2) Soientn € IN* etay, ay,...,a, des réels strictement positifs. Montrer par récurrence que :

0 (i) )

3) Soientay, ay,...,a, etby, by, ..., b, desréels. En considérant le polyndme P(x Z a;x + b;) 2

o () < (2] ()

Cette inégalité est appelée inégalité de Cauchy-Schwarz. En déduire de nouveau I'inégalité (1).

montrer que :

Correction
(a—1)*
a

> 0.

1
1) Poura>0:11—|—a—2:

ay a;
i=1
(Ziqai) (Zl 1% ) +yr (gn+1 + a”“) + 1. D’apres 1), chaque ﬂ:il + ”’;]“ > 2 ; donc la somme
est > n2+2n+1 = (n+1)2. D’oi1 (1) pour tout n € IN*.
Cas particuliers utiles : (a1 + ap) (% + %) >4et(a; +ap +a3) (% + % + %) >9.

n+l
2) Pourn = 1: a; x = = 1 > 12 Supposons (1) vraie au rang n. Alors <Z ) (Z”H 1) =

n
3) P(x) = Z a%) X2 +2(X ab) x+ Y0 biz > 0 pour tout x € R. Si Za% = 0, tous les 4; sont nuls et
i=1
(2) est évidente. Sinon P est un trindme du second degré de signe constant positif, donc son discriminant
2
n
est négatif : A =4 (Z aibi> -4y, al Yiq b2 < 0, ce qui donne (2).
i=1

2
Pour retrouver (1) : les 4; étant > 0, on applique (2) a \/a; et ( \F) <YiliaixYil, ali,

soit n? < (L a;) (Z%)

Prof. ABDELLAOUI Said 111 Année scolaire 2026 — 2027



ABDELLAOUI ACADEMY | Chapitre 7 - Raisonnement par récurrence 1® Bac — Sciences Expérimentales

Exercice n° 230

1) Soientn € IN* et ay, ay, ..., a, des réels positifs.
n

n
a) Montrerque (1) [[(1+a) >1+) a;.
i=1 i=1
b) En déduire que (Vx € RT) (Vn € N): (14 x)" > 1+ nx.

2) Soientn € N* et by, by, ..., b, des réels de l'intervalle [1; +oco[. Montrer que :

n n n n n
n+11bi21+;bi et H(l—f—bi) > 1in (1+Zbi>‘

i=1 i=1
Correction
n—+1
1) a) Pourn=1:14a; > 1+4a;. SupposonsH (14a;) > 1+Zal Commel+a,,1 >0: H (14a;)
i=1 i=1 i=1

n+1 n+1

(1+au11) <1+Zai> =1+ Za1+an+12“z > 1+ Zaz
i=1

b) Aveca; = x pour touti: (1+ x)” >1+nx pour n>1;pourn =0cestl’égalité 1 = 1.

2) Posonsa; = b; —1 > 0. D’apreés 1.a): Hb >1—|—Z(b —1) —1+Zb —n, doun+Hb >1—|—Zb
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Posons maintenant a; = biz_l > 0, de sorte que 1+ a; = 1+b’ et b, = 1+ 2a;. D’aprés l.a) :

1 n
2” (1+b)>1+2;al Commen+1>2,n+1<1,donc1+;ai21+72alz
i= =

| L 1 L - 2! )
A _ 1 e N > .
- 1+Z(1+2u1) ] 1+1~;b1 Doncill(1+b,)7n+1 1+,':Z1bl

i=1

Exercice n° 231

1 1
Pour toutn € IN*, onpose S, =1+ = + -+£.

1) Montrer que (Vn € N*) Sy, — S, >

E.
n
2) En déduire que (Vn € N*) Spn —1> 5
3) La proposition (3M € R)(Vn € N*) S, < M est-elle vraie ?
Correction
1) Spp —Su = L+L+~~~~I-i = i L Puisque (Vi € [1; n]) LI on obtient
MO E 1 2 2n Hn4i d ’ n+i — 2n’
L 1 1
_ > — — — —
T2 Ly =X g, =5

2) D’apres 1): Sz -5 > %, S4—Sp > %, Sg— 5S4 > %, ooy Son = Sou1 > % En sommant membre a membre
CSon — Sy > g,etcomme S =1:5m—1> g

3) Supposons qu’il existe M € R tel que (Vn € N*) S, < M. Alors (Vn € IN*) Spn < M, et d’apres 2)
5 < M, donc n < 2M pour tout n € IN* : absurde, car aucun réel n’est supérieur ou égal a tous les
entiers naturels. La proposition est donc fausse.
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W Divisibilité

Exercice n° 232

Montrer que, pour tout n € IN, 14 divise 21" — 72,

Note : coquille de I'énoncé source (« 72" ») corrigée d’aprés la correction du document source.

Correction
Raisonnons par récurrence.

* Pourn =0:21°—7% = 0 et 14 divise 0.
* Supposons que 14 divise 21" — 72" : il existe k € Z tel que 21" — 7" = 14k. Alors

2171 _ 72(n+1) — 01 % 217 — 49 x 72" — 21 (21” - 72”) 28 x 72" =14 (21k —2x 72") .

Donc 14 divise 21711 — 72(n+1)

D’apres le principe de récurrence, 14 divise 21" — 72" pour tout n € IN.

Exercice n° 233

Montrer par récurrence que, pour tout n € IN, 15 divise 4272 — 1.

Correction

* Pourn =0:4%>—1=15et 15 divise 15.
* Supposons que 15 divise 422 — 1 : il existe k € Z tel que 42"+2 — 1 = 15k. Alors

42(n+1)+2 —1=16x 42n+2 —1=15x 427’l+2 + (42n+2 . 1) —15 (4271-1-2 +k) )

Donc 15 divise 42(1+1)+2 _ 1,

D’apres le principe de récurrence : (Vn € IN), 15 divise 4272 — 1.

Exercice n° 234

Montrer par récurrence que :
1) (Vn € N) 2divise 3" +5"+1;
2) (Vn € N) 3divise2?" — 1.

Correction

1) Pourn = 0: 3%+ 5! = 6 et 2 divise 6. Supposons que 3" + 5! = 2k avec k € IN. Alors
3n+l +57’l+2:3x3n +5X5n+l :2(371 +2X5n+l) 4 (311 +5n+1) :2(371 +2X5n+1 +k)

Donc 2 divise 3" 1 + 5"+2 ; d’apres le principe de récurrence, 2 divise 3" + 5" pour tout n € IN.

2) Pour n = 0: 2° — 1 = 0, divisible par 3. Supposons 22" — 1 = 3k avec k € IN. Alors 22"*2 — 1 =
4 (22" —1) + 3 = 3(4k + 1). Donc 3 divise 22("*1) — 1, et la propriété est vraie pour tout n € IN.
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Exercice n° 235

Montrer que :

1) (Vn € N) 3divise 22! 5% ;
2) (Vn € N) 7divise 2"+2 4 32141 ;
3) (Vn € N*) 9divise4" 4+ 6n — 1.

Correction

1) Pourn = 0: 2! +5° = 3. Supposons 22"*1 + 52" = 3k ; alors 22" 1 = 3k — 52" et
2213 5242 — 4 (3k — 52) 425 x 5% = 3 x 4k +21 x 5 =3 (4k+7 x 57").
2) Pourn =0:2%+ 3! =7. Supposons 2"+2 + 321 = 7k ; alors
o3 4 3MH3 _ o ont2 4 gy 320+l 9 (2n+2 + 32n+1> 47 x 3t — 7 (Zk + 32n+1> '

3) Pourn=1:4+4+6—-1=9. Supposons 4" 4+ 6n —1 =9k ; alors 4" = 9% —6n +1let
4" 4 6(n+1) —1=4(% —6n+1)+6n+5 =36k —18n+9 = 9(4k — 2n + 1).

Dans chaque cas, d’apres le principe de récurrence, la divisibilité est vraie pour tout #.

Exercice n° 236

Montrer que :

1) Vn € N, 4" 4 2 est divisible par 3 ;

2) Vn € IN*, 4" 4 6n — 1 est divisible par 9 ;
3) Vn € IN, 267+3 4 34+2 est divisible par 17.

Remarque : Si un entier naturel m divise deux entiers relatifs a et b, alors il divise toute
combinaison linéaire a coefficients dans Z de a et b.

Correction

1) 4° +2 = 3 et 3 divise 3. Supposons que 3 divise 4" +2. Ona 4"*! 4+ 2 = (4" +2) + 3 x 4" ; comme 3
divise 4" + 2 et 3 x 4", il divise leur somme. Donc 3 divise 4" + 2 pour tout n € IN.

2) 41 4+6—1=9. Supposons que9divise4" +6n—1. Onad" ! +6(n+1)—1= (4" +6n — 1) +3 (4" +2)
; d’apres 1), 3 divise 4" + 2, donc 9 divise 3 (4" +2), et d’apres '’hypothese de récurrence 9 divise
44 6(n+1) - 1.

3) Pourn = 0:23 + 32 = 17. Supposons que 17 divise 26"+3 + 34+2_ Alors

26(1’Z+1)+3 4 34(71+1)+2 = 64 X 2671+3 181 x 341’Z+2 = 64 (267Z+3 + 34n+2> 117 % 347l+2,

qui est divisible par 17. Donc 17 divise 26"+3 4 341%2 pour tout n € IN.
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Exercice n° 237

On considere les fonctions propositionnelles définies sur IN par :
P(n): «3divise4" —1» et  Q(n): «3divise 4" +1 ».

1) Montrer que les propositions (Vn € IN) P(n) = P(n+1) et (Yn € N) Q(n) = Q(n+1) sont
vraies.

2) Montrer que (Vn € IN), 3 divise 4" — 1.
3) La proposition (Jng € IN)(Vn € N) n > ng = Q(n) est-elle vraie ?

Correction

1) Soitn € IN. Si P(n) est vraie, ’est-a-dire si 3 divise 4" — 1, alors de 4"*! — 1 = (4" — 1) + 3 x 4" on tire
que P(n + 1) est vraie.
De méme, si 3 divise 4" + 1, alors de 4! +1 = (4" +1) + 3 x 4" on tire que 3 divise 47+l 4 1. Les
deux propositions sont vraies.

2) Il suffit de vérifier que 3 divise 49 _1=0,ce qui est vrai ; avec 1), on déduit (Vn € IN), 3 divise 4" — 1.

3) Puisque 4" +1 = (4" + 1) 4 3 x 4" et que 3 divise 3 x 4" : 3 ne divise pas 4" + 1 < 3 ne divise pas
4"*+1 4 1. Comme 3 ne divise pas 4° + 1 = 2, il vient (par récurrence) : pour tout n € IN, 3 ne divise pas
4" 4+ 1. La proposition (3ng € N)(Vn € IN) n > ng = Q(n) est donc fausse.

Exercice n° 238

Pour tout entier naturel 1, on pose u, = 25" 4 23n+4
1) Déterminer deux entiers a et b tels que (Vn € N) w40 = auy1 + buy,.

2) Montrer par récurrence que (Vn € IN), u, est divisible par 17.

Correction
1) Ona uy,p = 625 x 25" + 64 x 234 Pour x,y € Z : xuyy1 + yun = (25x +)25" + (8x +y)2%"+4. 1l
25a 4+ b = 625
suffit donc que {8 a++b o ,d’otta =33etb = —200: (Vn € N) u,2 = 33u,11 — 200u,,.
a =

2) up=1+16 =17 et u; =25+ 128 = 153 = 9 x 17 sont divisibles par 17. Supposons que u; est divisible
par 17 pour tout k € [[0; n], avec n > 1. Comme u, 1 = 33u, — 200u,,_1 et que 17 divise u, et u,_1, 17
divise 1,4 1.

Par récurrence : (Vn € IN), u, est divisible par 17.

Exercice n° 239

Montrer par récurrence que, pour tout n de IN, le nombre a,, = 321+l 4 on+2 gt divisible par7.

Correction
Pourn = 0:ap = 3 + 4 = 7, divisible par 7. Supposons a, = 7k avec k € IN. Alors

Ayl = 32n+3 4 27’l+3 —9x 321’l+1 + 2 % 27’l+2 =7 % 32n+1 + 2 (32n+1 4 21’l+2) =7 (32H+1 + Zk) )

Donc a,,1 est divisible par 7 ; par récurrence, a, est divisible par 7 pour tout n € IN.
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Exercice n° 240

Montrer par récurrence que, pour tout n de IN, le nombre 1 — 1 est divisible par 6.

Correction

Pour n = 0: 03 — 0 = 0, divisible par 6. Supposons n®> —n = 6k. Alors (n+ 1) — (n+1) = n® + 3n* +
3n+1-—n—1= (n*—n)+3n(n+1).

Le produit de deux entiers consécutifs est pair : n(n+ 1) = 2k’. Donc (n +1)% — (n+ 1) = 6k + 6k’ =
6(k+K).

Par récurrence, n°

— n est divisible par 6 pour tout n € IN.

Exercice n° 241

1) On admet que, pour tout n de IN, il existe un unique entier naturel p tel que n = 3p ou
n =3p+1oun = 3p + 2. En déduire que le nombre 1 (n? 4 5) est un multiple de 3 pour tout
n de N.

2) Montrer par récurrence que 7 (1% + 5) est un multiple de 3 pour tout 1 de IN.

Correction
1) Posons N = n (n* + 5) et raisonnons par disjonction des cas.
e n=3p:N=3p(9p*+5) =3kaveck=p (9p*>+5) € N.
e n=3p+1:N=3p+1) (9p*>+6p+6) =303p+1) (3p> +2p+2) =3K.
e n=3p+2:N=3p+2) (9p>+12p+9) =3(03p+2) (3p*+4p+3) =3k".
Dans tous les cas, N est un multiple de 3.
2) Initialisation : 0 (0> +5) =0 =3 x 0.
Hérédité : supposons n (n>+5) = 3k avec k € N. Alors (n+1)((n+1)>+5) = (n+
1) (n? 4+ 2n+6) = n (n*+5) 4 3n* +3n + 6 = 3 (k + n* + n + 2), multiple de 3.
Conclusion : pour tout n € N, n (n* +5) est un multiple de 3.

Exercice n° 242

1) a) Montrer que, pour tout 7 de N, le nombre 23" — 1 est divisible par 7.

b) En déduire que, pour tout n de IN, le nombre 232 — 4 est divisible par 7.
2) Montrer que, pour tout n de IN, le nombre 32"+1 4+ 471 — 2(—1)" est divisible par 5.
3) Soit x un réel positif. Montrer que, pour tout n de N, (1 +x)" > 1+ nx.

Correction
1) a) Initialisation : 20 —1 = 0 = 7 x 0. Hérédité : si 2" —1 = 7k, alors 23("+1) — 1 = 8§ x 2% — 1 =
8(7k +1) — 1 = 7(8k + 1). Donc 7 divise 23" — 1 pour tout n € IN.

b) 29712 — 4 =4 (23" — 1) = 7(4k) : divisible par 7.

2) Initialisation : 3! + 41 —2(—1)0 = 5.
Hérédité : supposons 32" +1 4 47+1 2 (—1)" = 5k, s0it 32" *+1 = 5k — 4"+1 1 2(—1)". Alors 32"+3 4 47+2
2(—1)"1 = 9 x 3211 4 x 4nH1 4 2(—1)" = 45k — 5 x 4" 4+ 20(—1)" = 5 [9k — 4" +4(-1)"].
Donc le nombre est divisible par 5 pour tout n € IN.

3) Initialisation : (1+x)°=1=1+40x x.
Hérédité : si (14 x)" > 1+nx,commel+x>0: (1+x)"" > (1+nx)(1+x) =1+ (n+1)x+nx> >
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1+ (n+1)x, car nx> > 0.
Conclusion : (Yn € N) (1+x)" > 1+ nx.

1" Bac — Sciences Expérimentales

W Fonctions et suites définies par récurrence

Exercice n° 243

1) Déterminer f(1) et f(2).
2) Montrer par récurrence que (Vn € N) f(n) =23 —5,

Correction

2 (2n+3 _ 5) 15= 2n+4 — 5= 2(n+1)+3 _5.
D’apres le principe de récurrence : (Vn € N) f(n) = 2"+3 — 5.

Soit f une fonction de IN dans NN telle que f(0) = 3 et, pour toutn € N, f(n +1) = 2f(n) + 5.

D f(1) =2f(0) +5=2x3+5=1let f(2) =2f(1) +5=2x 11 +5 = 27.
2) Pourn = 0: f(0) = 3et29*3 — 5 = 3. Supposons f(n) = 2"*3 —5; alors f(n+1) = 2f(n) +5 =

Exercice n° 244

de IN.
1) Calculer f(1) et f(2).
2) Montrer par récurrence que (Vn € N) f(n) =2 x 5".

Correction

1) f(1) =5£(0) = 10et f(2) =5f(1) = 50.
2) Pourn =0: f(0) =2 =2x 5" Si f(n) =2 x 5" alors f(n+1)
(Vn € N) f(n) =2 x 5"

Soit f la fonction numérique définie de N vers R par: f(0) =2et f(n+1) = 5f(n) pour tout n

5f(n) = 2 x 5", Par récurrence :

Exercice n° 245

tout n de IN.
1) Calculer g(1) et g(2).
2) Montrer par récurrence que (Vn € N) g(n) = -3+ gn.

Correction

D g(1) =g(0)+3 = —zetg(2) =g(1) +3 =2
2) Pourn = 0: g(0) = —3. Sig(n) = =3+ 3n, alors g(n+1) =
récurrence : (Vn € N) g(n) = =3+ 3n.

Soit ¢ la fonction numérique définie de N vers R par: ¢(0) = —3etg(n+1) = g(n) + g pour

—3—|—%n—|—% = _3—|-%(n~|—1). Par
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Exercice n° 246

On veut déterminer toutes les fonctions numériques f vérifiant :
(Vxy) €R?) flx+y)=f)+fy)+2y—1 et f(1)=a
1) Calculer f(0), f(2) et f(3).

2) En déduire f(n) en fonction de n, ot n € IN.

Correction

1) Pourx =y =0: f(0) =2f(0) —1,donc f(0) =1. Pourx =y =1: f(2) =2f(1) + 1 = 2a+ 1. Pour
x=2y=1:f38)=f(2)+f(1)+3=3a+4.

2) On conjecture que f(n) = na+ (n — 1) pour tout n € N ; démontrons-le par récurrence. Pour
n=20:f0)=0+1=1 Sif(n) =na+n—-172alors f(n+1) = f(n)+ f(1)+2n -1 =
na+(n—12+a+2n—1= (n+1)a+n
Donc (Vn € N) f(n) = na+ (n —1)2.

Exercice n° 247

Soit f une fonction de IN dans IN. Montrer que si f est strictement croissante, alors (Vn €
N) f(n) > n.

Correction
On a f(0) > 0car f(0) € N. Soit n € N tel que f(n)

>
f(n+1) > f(n) > n, et comme f(n+1) € IN, on obtient f(n +
Par récurrence : si f est strictement croissante, alors (Vn € IN) f

n ; puisque f est strictement croissante,
1) >n+1.
(n) > n.

Exercice n° 248

Montrer par récurrence que, pour tout n € N, il existe deux entiers naturels a, et b, tels que :

(1+ﬁ)n:an+bnﬁ
a2 —2b2 = (-1)"

Correction
Le résultat est vrai pour n = 0 : il suffit de prendre ag = 1 et by = 0.

+1
Supposons le résultat vrai au rang n. Alors (1 + ﬁ) R (1 + \@) (an + by, ﬁ) = (an + 2by) + (a, +
bn)\@ ; il suffit de prendre a,, 11 = a, +2b, € N et b1 = a, + b, € IN. De plus

Ty = 26241 = (an +250)% = 2(an + by)? = — (@} —263) = —(~1)" = (=1)"*1.

Par récurrence, le résultat est vrai pour tout n € IN.
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PARTIE Il

Problémes de synthése

Exercices mobilisant plusieurs types de raisonnement et problemes longs.

CHAPITRE
8 Choisir le raisonnement adapté — Problemes
Notions travaillées Dans ce chapitre
e Choisir et combiner les différents types de Série 1 — Choisir le type de raisonnement
S O II CINE convenable . . . ... ... ... L L. 119
Série2 —Problemes . . ... ... ........ 123

e Principe des tiroirs (boules et urnes)

e Equations fonctionnelles ; partie entiére d’un
réel

* Rédaction d'une démonstration longue

m Choisir le type de raisonnement convenable

Exercice n° 249

Montrer que :

V(p,q)eZz V(a,b)e(]o;l[)2 a+p=b+qg=a=>bet p=yq.

[A VERIFIER DANS LE PDF SOURCE] ‘ Lénoncé source est mal imprimé («a + P + b + g = et P = gq ») ; la version retenue

est celle de la correction du document source.

Correction
a+p=b+g=>a-b=g—p.Or0<a<let0O<b<l dout-1<a-b<ldonc-1<g—p<Ll
Comme p,q € Z,q — p =0, c'est-a-dire g = p, et par suite a = b.
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Exercice n° 250

1) Montrer que, pour tout x € 0;1]:0<x— x2 <

|

2) Soient x1,x, ..., x, des éléments de [0; 1]. On pose

Ay =x1x2- - Xy et By=(1—x1)(1—x2) - (1—xy,).

a) Montrer que 0 < A, B, < 4%
b) Montrer que A, < zin ouB, < zln
| Gomecon
1) Pourx e [0;1]:x—x2=x(1—x) >0carx > Oetl—x >0 (). Et%— (x—x2) = 1_4’;4"2
w >0(2). Donc0 < x —x2 < %

Or AuB, = x1(1 —

és (a termes positifs) :

NI

2) a) Pourtouti € {1,...,n},0 < x; <1,doncdapres1): 0 < x;(1 —x;) <

x1) x2(1 —xp) -+ - x5 (1 — x,,). En multipliant membre & membre ces n inégali

1\" 1

[l

1 1 1 1
b) Supposons que A, > o et B, > o Alors A, B, > o X =
1

< —.
S on

, ce qui contredit a). Donc

1
An§2—nouBn

Exercice n° 251

On choisit de maniere aléatoire 6 entiers relatifs. Montrer qu’il existe au moins deux de ces
nombres dont la différence est divisible par 5.

Correction
D’apres la division euclidienne par 5, il y a 5 restes possibles : 0, 1, 2, 3, 4. Puisqu’on a 6 nombres et 6 > 5, il

existe au moins deux nombres ayant le méme reste ; par conséquent, leur différence est un multiple de 5.

Exercice n° 252

On choisit 12 entiers relatifs deux a deux distincts, compris entre 1 et 99. Montrer qu’il existe au
moins deux de ces nombres dont la différence s’écrit sous la forme 11 ou 22 ou 33 ... ou 88 ou 99.

Correction
La différence de deux de ces nombres est un élément de [—99; 99] \ {0}, et 11, 22, ..., 99 sont les multiples

de 11 dans [[1; 99]. La division euclidienne par 11 donne 11 restes possibles ; puisqu’on a 12 nombres, il
en existe au moins deux ayant le méme reste, et leur différence est un multiple non nul de 11. Quitte a
multiplier par —1 (une différence peut étre négative), on obtient le résultat demandé.
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Exercice n° 253

n
Soient 1 un entier naturel non nul et P(x) = ag 4 a1x + - - - + a,x" = ) _ a;x' un polynoéme a
i=0
coefficients dans Z.

1) Montrer que si P admet une racine entiere relative g, alors g divise ao.

2) Quelles sont les racines entieres relatives possibles du polynoéme 6 + x — 3x% + x* ?

3) Montrer que le polyndme 3 — x — x2 — x® — x* n’admet pas de racine entiére relative.
Correction
1) Si P admet une racine entire g, alors a1q + a2q° + - - - + a,q" = —ag, soit q (a; + axq + - - - + a,q" ) =

—ay : g divise ag.

2) D’aprés 1), les racines entiéres possibles de 6 + x — 3x® + x* sont les diviseurs de 6 :
{—6; =3; =2; —1;1; 2, 3; 6}. Par substitution, on trouve que 2 est la seule racine entiere (6 +2 — 24 +
16 = 0).

3) Si3 —x — x2 — x3 — x* admet une racine entiére, elle appartienta {—3; —1; 1; 3}. Par substitution, —3,
—1, 1 et 3 ne sont pas racines ; d’ot le résultat.

Exercice n° 254

Soit f un polynéme du second degré : f(x) = ax*+ bx + c (a, b et c des réels, a # 0). Montrer que
sil’équation f(x) = x est impossible dans R, alors I’équation f (f(x)) = x I'est également.

Correction
Supposons que 1’équation f(x) = x n’a pas de solution dans R ; alors le discriminant de f(x) — x = 0 est
strictement négatif, et f(x) — x a le signe de a pour tout x.

® Sia> Oci (Vxle R) f(x) > x; en particulier, appliqué a f(x) : f (f(x)) > f(x) > x. Ainsi f (f(x)) = x
n’a pas de solution.
e Sia<0:(VxeR) f(x) <x,douf(f(x)) < f(x) < x:1équation f (f(x)) = x n’a pas de solution.

Exercice n° 255

. a . N . .
Soit ¥ = — un nombre rationnel, ot1 a et b sont des entiers naturels premiers entre eux.

b
1) Montrer que si les seuls diviseurs premiers possibles de b sont 2 et 5, alors r est un nombre
décimal.

2) Montrer que si b admet un diviseur premier différent de 2 et de 5, alors r n’est pas un nombre
décimal.

Correction

1) Si les seuls diviseurs premiers possibles de b sont 2 et 5, alors b = 25/ avec k,I € IN. En posant
m = max(k, 1), on obtient 10"r = g om—ksm=I ¢ N et par suite r est décimal.
0"a
" b

. 10 . . - .
comme 4 et b sont premiers entre eux, — € IN, c’est-a-dire que b divise 10™. Les diviseurs premiers de

2) Raisonnons par contraposée : supposons que  est décimal. Il existe m € IN tel que 10"+ = €eIN;

10™ étant 2 et 5 (la divisibilité est transitive), les seuls diviseurs premiers possibles de b sont 2 et 5. D’oit
le résultat.
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Exercice n° 256

Soit f une fonction définie sur I'ensemble E = {1; 2; 3} a valeurs dans lui-méme, telle que

f@Q>fM) et f3)>f(f(2).

1) Etablir que f(2) # 3 et f(1) # 2.
2) Montrer que si f(1) = 3, alors f(2) = 3.

3) Déterminer explicitement la fonction f.

Correction

1) Si f(2) =3, alorsde f(3) > f (f(2)) on déduit f(3) > f(3) : absurde, d’ou f(2) # 3.
Si f(1) =2, alorsde f(2) > f (f(1)) on obtient f(2) > f(2) : absurde, d’oix f(1) # 2.

2) Supposons f(1) = 3: de f(2) > f(f(1)) on déduit f(2) > f(3), et de f(3) > f(f(2)) on déduit
f(2) > f(3) > f(f(2)) > 1. Comme f prend ses valeurs dans {1; 2; 3} : f(2) =3 (et f(3) = 2).

3) D’apres1)et2), f(1) #2et f(1) # 3 (sinon f(2) = 3, ce qui contredit 1)). Donc f(1) = 1, et par suite
f(2) > f(f(1)) = f(1) =1;donc f(2) =2 car f(2) # 3. Puisque f(3) > f (f(2)) = f(2) = 2, il vient

763) = 3.
Conclusion : f est définie sur E par f(1) =1, f(2) =2et f(3) = 3.

Exercice n° 257

Soient x1, x2, ..., X190 cent entiers naturels tels que :
X1+ X2+ -+ X100 = X1X2 -+ X100-

1) Montrer qu’au moins 93 de ces nombres sont égaux a 1.

2) En déduire les valeurs de xq, x2, . . ., X100 sachant que 98 d’entre eux sont égaux a 1.

Correction

On peut supposer x; > xp > --- > x199. Les 100 nombres ne peuvent pas étre tous égaux a 1 (on aurait

100 = 1).

1) Soit k le nombre de ceux qui sont supérieurs ou égaux a 2. On a x; > x; pour tout i, donc 100x; >
X1+ x4+ x100 = X1X2 - - - X700, Aot 100 > xpx3 - - - x109. Parmi xy,. .., X109, il y @ k — 1 nombres
supérieurs ou égaux a 2, donc 100 > 2k=1 d’ot1 k < 7. Au moins 93 de ces nombres sont donc égauxal.

2) Si 98 d’entre eux sont égaux a 1, notons x < y les deux autres. On a x +y + 98 = xy, soit
-1=1 -1=3 -1=9

(x—1)(y—1) =99, dou * oul” ou{” , C'est-a-dire (x,y) €
y—1=99 y—1=233 y—-1=11

{(2;100); (4; 34); (10; 12)} (a Vordre pres).

Note : le raisonnement suppose les nombres non nuls (si 'un est nul, le produit est nul et tous les nombres sont nuls).
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W Problémes

Exercice n° 258 Probléme — Principe des tiroirs

1) Montrer que sil’on distribue 1 + 1 boules dans n urnes, avec n € IN*, alors il existe au moins
une urne contenant au moins deux boules.

2) Soient x1,xy, ..., x5 des réels de l'intervalle [0; 20] tels que x; < xp < -+ < xp5. On veut
démontrer le résultat suivant : il existe au moins un élément i de [[1; 25] tel que la distance
entre x; et x; 1 est strictement inférieure a 1.

a) Quantifier le résultat précédent.
b) Nier la proposition obtenue a la question précédente.
¢) En utilisant le raisonnement par I'absurde, établir le résultat.

d) En utilisant la question 1, retrouver le résultat (on pourra considérer les intervalles
[k; k+1[,aveck =0,1,2,...,19, comme des urnes).

Correction

1) Raisonnons par l'absurde : si chaque urne contenait au plus une boule, le nombre de boules serait
inférieur ou égal a 1, ce qui contredit le fait qu’il y a n + 1 boules.
2) a) (Fief1;25]) x1—x <1
b) (Vl € [[1,‘ 25]]) Xiy1 —x; > L.
24
¢) Supposons (Vi) xj;1 —x; > 1. Alors xp5 — x1 = 2(xi+1 — x;) > 24, alors que xp5 — x7 < 20 (car
i=1
x1, %25 € [0; 20[) : contradiction.
d) Pour tout i, il existe un unique k € [[0; 19] tel que x; € [k; k + 1[. En considérant les 25 nombres x;
comme des boules et les 20 intervalles [k; k + 1| comme des urnes, la question 1) donne un intervalle
[k; k+ 1] contenant deux nombres x; et xjaveci < j. Alors x; < xj1q < xj,douxipg —x <1
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Exercice n° 259

Le but de ce probléeme est de déterminer trois entiers naturels non nuls a, b et ¢ vérifiant

1 1 1
-+ -4+-=1
a b ¢

Sans nuire a la généralité, on peut supposer quea < b < c.

1) Montrer que 1 < %.
2) En déduire quea € {1; 2; 3}.
3) Etudierle casa = 1.

4) On suppose que a = 2. Montrer que b € {2; 3; 4}, puis étudier séparément tous les cas
possibles.

5) On suppose que a = 3. Déterminer les valeurs de b et de c.

6) Déterminer toutes les solutions possibles.

Correction

1) Delgagbgc,ontire%g <1,doul=
2) Delg%ontireag?),doncae{1;2;3}.

3) Sia =1, l'égalité devient % + % = 0: absurde car b,c € IN*. Donc a # 1.

4) Sia=2: %—i—%:%,et% < %,doncb§4;comme2:a§b:be {2, 3, 4}.

<

Q=
Q=

+3+

=
S
o=
IN
QW

e h=2: % = 0, contradiction ;
. b:3:%:%,doncc:6;
. b:4:%:%,doncc:4.

5) Sia:3:%—l—%:%S%,doncb§3,etcomme3§b:b:3,d’oﬂc:3.

6) Les solutions aveca < b < csont (2; 3;6), (2;4; 4) et (3; 3; 3) ; les autres solutions s’obtiennent par
permutation.

Prof. ABDELLAOUI Said 124 Année scolaire 2026 — 2027



ABDELLAOUI ACADEMY | Chapitre 8 - Choisir le raisonnement adapté — Problémes 1® Bac — Sciences Expérimentales

Exercice n° 260

Soit f une fonction définie sur Z a valeurs dans Z telle que :
f(y=1 et VomeZ f(n)+f(m)=f(n+m)—nm—1

1) Montrer que f(0) = —1et f(—1) = —2.

2) Montrer que (Vn € Z) f(n)+ f(—n) =n? —2.

3) Montrer que (Vn € Z) f(n+1)— f(n) =n+2.

n(l1+n)

4) Montrer que (Vn € N) 0+1+4+24+3+---+n= 5
~ n*+3n-2
=

6) En déduire la forme explicite de f(n) lorsque n € Z_.

5) En déduire que (Vn € Z,) f(n)

7) Déterminer toutes les fonctions f définies sur Z a valeurs dans Z telles que :

f)y=1 e VameZ f(n)+f(m)=f(n+m)—nm-—1

Correction

1) Pourn=m=0: f(0)+ f(0) = f(0) —0—1,d’ou f(0) = —=1. Pourn =letm = —1: f(1) + f(-1) =
£(0)+1—1,dout f(—1) = —2.

2) Pourm = —n: f(n) + f(—n) = f(0) + n? — 1, et comme f(0) = —1: f(n) + f(—n) = n> — 2.

3) Pourm=1:f(n)+ f(1) = f(n+1) —n—1,etpuisque f(1) =1: f(n+1)— f(n) =n+2.

4) Par récurrence : vraiepourn = 0;si0+1+---+n = n("zﬂ),alorsO+1—|—~~—|—n—|—(n—|—1) =
n(n2+1) +tn4l= (n+1)2(n+2)‘
n—1
5) Soit n € N*. D’apres 3), en sommant membre 8 membre pourkde 0Oan—1: ) (f(k+1) — f(k)) =
k=0
n—1 n+1
Y (k+2) =) _ k. D’une part le premier membre vaut f(n) — f(0) = f(n) 4+ 1; d’autre part, d’apres 4),
k=0 k=2
= 1 2 1 2 243n-2
Y k=-1+ w Dot f(n) = =2+ (nt1)(n+2) _ n’+3n ; C’est aussi vrai pour
= 2 2 2
n=0.
n?—3n—2
6) Sin € Z_,alors —n € Z ; daprés 2) et5): f(n) = n> —2— f(—n) = n> -2 — — =
n?+3n—2
—
n?+3n—2
7) D’apres ce qui précede, si f vérifie la condition, alors (Vn € Z) f(n) = — Réciproquement,
un calcul direct montre que cette fonction (a valeurs entieres, car n? + 3n = n(n + 3) est pair) vérifie la
n%+3n—2

relation. Il existe donc une seule fonction : (Vn € Z) f(n) = >
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Exercice n° 261

Le but de cet exercice est de montrer qu’il n’existe aucune fonction f définie sur ’ensemble IN* a
valeurs dans lui-méme vérifiant :

(VneN*)  fin+1)=f(n)+f(f(n) (D)

Pour arriver a ce résultat, on utilisera le raisonnement par 1’absurde. On suppose donc que le
probleme (I) admet une solution notée f.

1) Montrer que f est strictement croissante.
2) Montrer que (Vn € N*) f(n) <n.
3) En déduire que (Vn € N*) f(n) =n.

4) Conclure.

Correction

1) (VneN*) f(n+1) = f(n)+ f(f(n)) > f(n),car f (f(n)) € IN*. Donc f est strictement croissante sur
IN*.

2) Parl’absurde : supposons qu'il existe n € IN* tel que f(n) > n; alors f(n) > n + 1 et, f étant croissante,

F(f(n)) > fln+1). Par conséquent f(n+1) — f(n) + f (F(m) > f(n)+ f(n+1) > fln+1) :
absurde. Donc (Vn € IN*) f(n) < n.

3) Soitn € IN*: f(1) < f(2) < --- < f(n) <n,donc{f(1);...; f(n)} C {1;...; n};les deux ensembles
ayant le méme nombre n d’éléments, ils sont égaux et f(n) = n.

4) D’apres ce qui précede, une solution de (I) serait I'identité de IN*. Mais alors (Vn € N*) n+1 =
n+ f(n) = 2n, c’est-a-dire n = 1 pour tout n : absurde. Il n’existe donc aucune fonction vérifiant (I).

Remarque : Pour la question 3, on peut aussi raisonner par récurrence : f(1) <1et f(1) € IN*, donc
f(1)=1;sif(n) =n,alorsn = f(n) < f(n+1) <n+1,donc f(n+1) =n+1.
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Exercice n° 262

On veut déterminer toutes les fonctions f définies sur I’ensemble IN a valeurs dans lui-méme
telles que :

f est strictement croissante sur IN
(R): q f(4) =4
(Vn,m € N) = f(nm) = f(n)f(m)
A) On suppose qu'il existe une fonction f vérifiant les conditions précédentes.

a) Déterminer f(2), puis f(3), f(0) et f(1).
b) Déterminer f(6), puis f(5), f(8) et f(7).
¢) Conjecturer la forme explicite de la fonction f.
d) Montrer par récurrence la conjecture précédente.

B) Montrer qu’il existe une seule fonction f vérifiant les conditions demandées (il faut déterminer
cette fonction).

Correction
A) 1) 4= f(4) = f(2x2) = f(2)? et comme f(2) € N : f(2) = 2. Puisque f est strictement croissante,
2=f(2) < f(3) < f(4) =4,donc f(3) =3. Deméme 0 < f(0) < f(1) < f(2) =2donne f(0) =0
et f(1)=1.
2) f(6)=f(2)f(3) =6,etd = f(4) < f(5) < f(6) = 6 donne f(5) = 5. Deméme f(8) = f(4)f(2) =8
et f(7)=7.

3) Conjecture: (Vn € N) f(n) = n.
4) Ona f(k) =k pour tout k € [0; 8]. Supposons f(k) = k pour tout k € [[0; n], avecn > 8.

- Sin+ 1estpair: 2 et L sont inférieurs a n, donc f(n +1) = f(2) xf(”TH) =2xtH =n+1.

- Sin+1 estimpair : n+ 2 est pair et 52 < n, donc f(n+2) = 2 x 52 = n+2; puisque
n=f(n)<fn+1l) < f(n+2)=n+2etf(n+1)eN: f(n+1)=n+1
Par récurrence : (Vn € IN) f(n) = n.

B) D’apres A), si une fonction vérifie les conditions, c’est nécessairement l'identité de IN. Inversement,
l'identité vérifie clairement (R). Il existe donc une seule fonction : f(n) = n.

Prof. ABDELLAOUI Said 127 Année scolaire 2026 — 2027



ABDELLAOUI ACADEMY | Chapitre 8 - Choisir le raisonnement adapté — Problémes 1® Bac — Sciences Expérimentales

Exercice n° 263

Le but de ce probleme est de montrer que, pour tout entier n de N* \ {1}, le nombre

1 1 1
S, =14+—-—4+=4+... 4+ =
n + > + 3 + e+ "
n’appartient pas a IN.

1) Vérifier que les nombres Sy, Sg et Sg n"appartiennent pas a IN.

2) a) Montrer que tout entier naturel non nul n s’écrit de maniére unique sous la forme n =
2k(21 4+ 1), oti k et I sont des entiers naturels.

b) Soient 7 un élément de IN* \ {1} et p le plus grand des entiers k tels que 2%(2/ + 1) < n (ces
entiers k sont en nombre fini ; on les range dans I'ordre croissant). Montrer que 27 est le
seul entier inférieur ou égal a n qui s’écrit sous la forme 27 (21 +1).

3) En utilisant la question 2, montrer que Vn € (N*\ {1}): S, ¢ IN.
Correction
4x34+2x3+4+1-3
1) Sy=1+1+1+1=
teur est impair, donc Sy ¢ IN.
Pour Sg, le dénominateur commun est 4 X 3 x 5 ; le terme % = 4i§§5 a un numérateur impair, tous les
autres ont un numérateur pair : Sg a un numérateur impair et un dénominateur pair, donc Sg  IN. De
la méme maniere, Sg ¢ IN.

: avec le dénominateur commun 4 x 3 (pair), le numéra-

2) a) Existence. Sin est impair, k = 0 convient. Si n est pair, on écrit n = 2ny ; si nq est impair c’est fini,
sinon 1y = 2ny, etc. Ce procédé s’arréte : sinon on aurait n > 2" pour tout m € IN, en particulier
n > 2" > 1+ n (Bernoulli), absurde. On obtient n = 2kn; avec n impair.
Unicité. Sin = 2K(21 +1) = 2K (2" + 1) avec k > k', alors 28~¥ (21 + 1) = 2I' + 1 : absurde (pair =
impair). De méme ssik < k. Donck =k et! =1".
b) Ona2? < n. Sl existait un entier non nul ! tel que 27 (2] + 1) < n, alors 2Pt < p(car2l +1 > 2),
et par définitionde p: p+1 < p, absurde. D’ot1 le résultat.

3) On prend comme dénominateur commun des termes de S, le plus petit commun multiple des dénomi-

. . 21 +1 )
nateurs ; d’apres 2), il est de la forme 27 (2] 4 1), donc pair. Le terme zi,, = 2@ +1) a un numérateur
impair, tandis que chacun des autres termes a un numérateur pair. Ainsi S, a un numérateur impair et

un dénominateur pair : S, ¢ IN.

Prof. ABDELLAOUI Said 128 Année scolaire 2026 — 2027



ABDELLAOUI ACADEMY | Chapitre 8 - Choisir le raisonnement adapté — Problémes 1® Bac — Sciences Expérimentales

Exercice n° 264 Equation fonctionnelle

Soit f une application de R dans R vérifiant les deux conditions :

{(1): (FaeRy): f1)=a—1
(2): V(x;y) €ER*: flx+y) +x+y=(fx) +x) (f(y) +v)

1) a) Montrer que (Vx € R) : f(x) 4+ x > 0 (remarquer que 5 + 5 = x).
b) En utilisant le raisonnement par I’absurde, montrer que (Vx € R) : f(x) +x > 0.

¢) Montrer que f(0) = 1.
1
flx)+x
b) Montrer que (Vn € Z)(Vx € R) : f(nx) +nx = [f(x) +x]".
¢) En déduire que (Vx € Z): f(x) =a* —x.

2) a) Montrer que (Vx € R); f(—x) —x =

Correction

1) a) Dans (2), prenons x ety égauxa 3 : f(x) +x = (f (3) + %)2 > 0.
b) Par l’absurde, supposons qu’il existe xg tel que f(xg) + xo = 0. Pour x € R, (2) avec xg et x — xp
donne f(x) +x = (f(x0) + x0) (f(x —x9) + x — x9) = 0. En particulier (1) +1 = 0, soita =0:
contradiction avec a > 0. Donc (Vx € R) f(x) +x > 0.

¢) 2 avecx =y =0: f(0) = £(0)?, soit f(0) (1 — £(0)) = 0. Or £(0) = £(0) +0 > 0, donc £(0) = 1.
2) a) 2)avecy = —x: f(0)+0 = (f(—x) —x) (f(x) +x), s0it 1 = (f(—x) —x) (f(x) + x) ; comme

fx)+x>0: f(—x)—x= f(x)1+x
b) Soit x € R. Pour n € N, par récurrence : f(0) +0 =1 = (f(x)+x)°;si f(nx) +nx = (f(x) + x)",
alors, d’apres (2), f((n+1)x) + (n +1)x = (f(nx) + nx) (f(x% +x) = (f(x) +x)"+L

! m ;comme —n € N, f(—nx) +
(—n)x = (f(x) 4+ x)~", donc f(nx) + nx = W = (f(x)+x)"
o Avecx=1: (Vn € Z) f(n) +n = (f(1) +1)" = a". Donc (Vx € Z) f(x) = a* —x.

Pour n < 0: d’apres a) appliqué a —nx, f(nx) +nx =

Exercice n° 265 Partie entiére d’un réel

Pour tout réel x, il existe un unique entier relatif n tel que n < x < n + 1. Ce nombre 7 est appelé
partie entiére du réel x et noté E(x). On a ainsi :

(Vx € R) : E(x) <x < E(x) + 1.
Exemples : E (ﬁ) =lcarl <+v2<2; E(-13) = —2car -2 < —1,3 < —1. Remarque :
(Vx e Z): E(x) = x.
1) a) Montrer que (Vn € IN*) : E ( n?+ 1) = n.
b) Déterminer E (\/ n? + 4n>, oun € IN*.
2) a) Vérifier que (Vx e R): x —1 < E(x) < x.
b) Montrer que (Vx € R) (3r € [0; 1[) : x = E(x) + 7.

3) a) MontrerqueV(n; p) €Z*: n+1>p<n>p.
b) Montrer que V(x; y) € R?: x <y = E(x) <E(y).
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4) a) Montrer que (Vx e R)(Vpe Z) (1) E(x+p)=E(x) + p.
b) Montrer que :

(2) V(x;y) € R?: E(x+y) > E(x) + E(y)
(3) V(x;y) €R?: E(x+y) <E(x) +E(y) +1

5) Montrer que (4) (Vn € N*) (Vx e R): E (E(Zx)) = E(x).

6) a) Montrer que (5) (Vx € R): E(x) +E <x + ;) = E(2x).

n 2k
b) Déterminer la valeur de la somme 2 E <x2;|<—+1 ) en fonction de n et de x.
k=0

7) Résoudre dans RR les équations :

Correction
1) a) Pourne]N*:nz<n2+1<n2+2n+1,doncn<\/n2+1<n+1etE(\/n2+1):n.
b) Pourn >1,4n >2n+1,donc (n+1)2 =n? +2n+1 < n? +4n < n?>+4n+4 = (n+2)?; ainsi

n+1<vVn?2+4n <n+2etE(\/n2+4n) =n+1.

2) a) DeE(x) <x <E(x)+1lontireE(x) <xetx—1<E(x).
b) Posonsr =x —E(x):0<r<letx=E(x)+r.
3 aant+l>pen—p>-1sn—p>0(carn—peZ)ysn>p.
b) Six <y:E(x) <x<y<E(y)+1 doncE(x) < E(y) + 1 et, d’apres a), E(x) < E(y).
4) a) E(x) <x<E(x)+1donneE(x)+p<x+p<(E(x)+p)+1;commeE(x)+pecZE(x+p) =
E(x) +p.
b) Q) E(x) +E(y) < x+y < E(x+y)+1,donc E(x) + E(y) < E(x+y) + 1 et, d’apres 3.a), E(x) +
E(y) <E(x+y).
B)E(x+y) <x+y < E(x)+E(y)+2, donc E(x+y) < (E(x)+E(y) +1) + 1 et, d’apres 3.a),
E(x +vy) <E(x)+E(y) + 1.
5) Onutilise: sim € Zetm < y,alorsm < E(y) (carm <y < E(y) +1et3.a).

E(x) < x = nE(x) < nx = nE(x) < E(nx) = E(x) < @ S E(x)<E (E(nx))

E(nx)

D’autre part E(nx) < nx, donc .

E

< x, et par croissance de E : E < (nx)) < E(x). D’ou (4).

6) a) Fcrivons x = E(x) +r avec r € [0; 1[. Alors E(2x) = 2E(x) + E(2r) et E(x) + E <x+ %) =
2E(x) +E (r + %), d’apres (1).
*Si0<r<}i0<2r<let}<r+}<1doncE(2r)=E(
*Si}<r<1:1<2r<2etl<r+}<3j doncE(2r)=E(r+

Dans les deux cas, E(x) + E (x + %) = E(2x).
o AN x 42 x 1 x x
b) D’apres (5) appliqué a 575 : E <2k+1> =E <2k+1 + 2> =E (?) —E <W) La somme est

n k
télescopique (exercice sur le symbole }") : kgoE <xz;c|_j> =E(x) —E ( 27311)

7)
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M E(S)=—2e-2<5lc 1o 4<x-1<-26-3<r<-1:5=[-3; -1,

Note : le document source imprime S = [73; l ; le calcul donne {73; 71{.

@ E2x) =x—-1e (x—1<2x<xetx—1€Z) (-1<x<0etx€eZ)ex=-1:5=
{-1}.

(®) Pourx #0:E (1) =3e3<lcseicxslis=]|] 1]

(4) Six > 1: lI'équation devient E(x) =1 < x € [1;2[. Six < 1: elledevientE(x) =2x—-1 <

(x—1<x<2ret2x—1€Z) e (0<x<let2xeZ) < xec {%;1}. Donc S = [1;2[U
1
{1}
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